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第四版前言 


OIS 1 A N Q ^ A ^ YA N 


本书自 1979 年出版发行以来，历经 30 多个春秋， 一直畅 销不衰，深得 
读者厚爱。在郭大钧教授的帮助和指导下，对全书我不断地修订和补充， 
不断地修正错误,不断地替换更为简洁的解法和证明，力求本书一直保持 
其先逬性、完整性和准确性，以求对读者的高度责任感。读者通过学习该 
书，对掌握数学分析的基本知识、基础理论和基本技能的训练，感到获益 
匪浅，赞喾其为学习数学分析 4 •不 可替代•之图书，对此我们倍感欣慰，鞭 
策我们为读者作出更多的奉献。 

这次受山东科学技术出版社的约请，并得到郭大钧教授的大力支持, 
仍由我负 R 全书第四版的修 U 、 增补和校阅工作，以适应文化建设繁荣发 
展的需要，更加激发全国广大读者的强烈求知欲。具体主要做了以下几 
方面的 工作： 

第一,为全书4462题中的近三成的习题，根据题型的不同，在原题解 
的前面，分别或给出提示，或给出解题思路，或给出证明思路。翼图后发 
读者怎样分析该题，怎样下手 求解； 后发读者怎样总结解题的 规律; 后发 
读者怎样正确使用有关的数学公式、概念和理论，幵拓视野，活跃 思路; 帮 
助读者逐步解决学习中的困难,为他们在学习过程中提供一个良师益友。 
这是本次修订的主要工作。 

第二,根据当前的语言习惯，对全书的文字作了较多的润色,使其表 
述更加准确，更加简洁凝练。 

第三，改正了第三版中的个别印刷错误，修正了函数图像中的个别问 
题和个别习题的答案。 

第四，根据国家相关标准，规范了有关术语和数学式子的 表达； 并对 
全书使用的外国人名，按照现在的标准或通用译法重新翻译人名，以求统 
一 标准。 

第五，对全书的版面和幵本重新进行了调整，使其更富有时代的色 
彩。 

我们殷切期望使用本书的读者，■得只有通过个人的独立思考，加上 
勤学苦练才能取得成功，“只看不练假把式”，数学的学习是在个人的独立 
解题中逐步弄懂有关的概念、公式和理论的，我们编写本书，就是希望能 




第四版前言 


对数学分析课程的学习起到一个抛砖引玉的作用。读者使用本书最好是 
不要先看题解，更不要查抄解答和答案，而是自己先对照教材中的有关概 
念、公式和理论独立进行思考，必要时可参照书中的提示、解题思路或证 
明思路独立完成解题，然后再查看书中是怎样解答的，比较自己的解答和 
书中解答的异同，从中找出差距，找出自己的问题所在，甚至找出书中解 
答的的错误和不足之处，进而找到更为简洁的解答。只有这样才能提高 
自己的思维能力和创造才能，.任何削弱独立思考的做法都是违背我们出 
版本书的初衷的。 

山东科学技术出版社颜秀锦、宋德万、胡新蓉等老一代资深编辑为本 
书前三版的出版和发行付出了艰辛努力，责任编辑宋涛为本书第四版怎 
样提高质璗倾注了不少心血，茌此我们一并表示感谢。同时感谢山东大 
学、华东交通大学、山东师范大学等兄弟学校对本书出版的支持。感谢社 
会各界同仁对本书的支持。虽然历经30余年的反复修订,面对如此庞大 
的图书，限于本人水平，书中难免有错误和不当之处,敬请各位专家、同仁 
和厂大读者批评指正，不胜感激，并茌新版中改正。 


费定晖 

2012年5月于南 S 华东交通大学 



出版说明 


吉米多维奇 ( B . IL flEMtmOBHH ) 著《数学分析习题集》 一 书的中 
译本，自50年代初在我国翻译出版以来，引起了全国各大专院校广大师 
生的巨大反晌。凡从事数学分析教学的师生，常以试解该习题集中的习 
题，作为检验掌握数学分析基本知识和基本技能的一顶重要手段。二十 
多年来，对我国数学分析的教学工作是甚为有益的。 

该书四千多道习题，数翬多，内容丰富，由浅入深，部分题目难度大。 
涉及的内容有函数与极限 ，一 元函数微分学，不定积分，定积分，级数，多 
元函数微分学，带参数的积分以及多重积分与曲线积分、曲面积分等等, 
概括了数学分析的全部主题。当前，我国厂大读者，特别是肯于刻苦自学 
的广大数学爱好者，在为四个现代化而勤奋学习的热潮中，迫切需 要对一 
些疑难习题有一个较明确的回答。有鉴于此，我们特约作者，将全书4462 
题的所有解答汇辑成书，共分六册出版。本书可以作为高等院校的教学 
参考用书，同时也可作为广大读者在自学微积分过程中的参考用书。 

众所周知，原习题集，题多难度大，其中不少习题如果认真习作的话, 
既可以深刻地巩固我们所学到的基本概念，又可以有效地提高我们的运 
算能力，特别是有些难题还可以迫使我们学会综合分析的思维方法。正 
由于这样，我们殷切期望初学数学分析的青年读者 ，一 定要刻苦钴研，千 
万不要轻易查抄本书的解答，因为任何削弱独立思索的作法，都是违背我 
们出版此书的本意。何况所作解答并非一定标准，仅作参考而已。如有 
某些误解、差错也在所难免，一经发觉，恳请指正，不胜感谢。 

本书蒙潘承洞教授对部分难题进行了审校。特请郭大钧教授、邵品 
琮教授对全书作了重要仔细的审校。其中相当数量的难度大的题，都是 
郭大钧、邵品琮亲自作的解答。 

参加本册审校工作的还有张效先、徐沅同志。 

参加编演工作的还有黄春朝同志。 

本书茌编审过程中，还得到山东 A 学、山东工学院、山东师范学院和 
曲阜师范学院的领导和同志们的大力支持，特在 此一并 致谢。 


1979 年于济南 




录 MULU 


第三章不定积分 . 1 

§1. 最简单的不定积分 . 1 

§2. 有理函数的积分法 . 36 

§3. 无理函数的积分法 . 57 

§4. 三角函数的积分法 . 77 

§ 5. 各种超越函数的积分法 . 96 

§6. 求函数积分的各种例子 . 107 

第四章定积分 . 121 

§1. 定积分是积分和的极限 . 121 

§2. 利用不定积分计算定积分的方法 . 132 

§3. 中值定理 . 157 

§4. 广义积分 . 162 

§5. 面积的计算法. . 186 

§6. 弧长的计算法 . 194 

§7. 体积的计算法 . 200 

§8. 旋转曲面表面积的计算法 . 208 

§9. 矩的计算法•质心的坐标 . 212 

§10. 力学和物理学中的问题 . 216 

§11. 定积分的近似计算法 . 220 
























第三章不定积分 


§1. 最简单的不定积分 

1 。 不定积分的振念若函数 /(： r > 在区间内有定义且连续， F ( jr ) 是它的原函数•即当 fl < x <6 时 
^'( 文） =/(1 〉， 则 

| /(j)dx-F(x) + C. a<x<6, 

式中 C 为任意常数 • 

2 ° 不定积分的基本性质： 

(1) d[J /(x)dx]=/(^)dr ； (2) j d«(x) -4Kx)-»-C, 

(3) I A /( x)cLr = A | /( j)dr (A 为常数， A #0) i (4) | [/(t) 4-^( x )] dr = | /( j ) cLr + J ^( x ) dr . 


3 # 最筒积 分表： 

1 小 ■心 


+ C (n 尹 一 1) 


v - lyfe =( - 


arctaar+Ct 


arccotj-f-Ci 


arccosi + Ci 


D . [¥ = ln|o:|+C (jt^O) * 

VI. J^^—nli+yPTTl+c, 


Vf. I a x dj- = ^4-C (a>0,<27^1)» | Ar = e* 4-C» VI. J siru-dr^ 5 — cosx + Cj 


IX. J * cos*rdr= sinx+C; 

X 1 Ic - fe ==tarU ' +C, - 


XIII. chxda: = shj+C； 


x ] A— coa:+Ct 

XD . J shxdx = chj*+Cj 
XIV. J = — cothx+C j 


v.JA 


tkr + C . 


4° 积分的基本方法 

(1) 幻入新变 f 法若 


若 J /( T ) d ^= F ( x )+ C , 

| /(«) d M = F ( u ) 十 C ， 式中 《 = # x ) 是连续可微函数. 


(2 ) 分項积分法若 




则得 


| /(x)dx= J /i(jr)dx-t J / 2 (x)dx. 

(3) 代入法 若 / U ) 连续 ，令 x=<pU), 式中 〆 O 及其导数 〆 (/)皆连续， 

J /(x)cLr= J {t)dt. 

分部积分法 若“和 1 ； 为 I 的可微函数，则 | udv^uv- J I^U. 



利用最简积分表,求下列 积分％ 

[1628] | <3-x 2 ) 3 dr. 

解 | (3-x ! ) 3 Ar= J (27-27:r 2 十 9^—:r 6 )dx=27:r-9:r 3 + |a： 5 -- ^-x 7 +C. 

【1629】 j x 2 (5-j) 4 dr. 

解 J ^(5-x) 4 dr= J (625X 2 -500^+150x 4 -20^ )dr= ~ 125x 4 +30/ 

【1630】 j (l-x)(l-'2x)(l-3x)<Lr. 

解 J (1—x)(l —2x)(1 —3j-)dx= j (1 — 61 lx* — 6 j 3 )d-r=x—3x l + yx 3 — -|-x 4 -f-C. 
[16311 f (宁 ) 2 < Lr . 


10 


x 7 + C . 


解 


{ (^) 2 cLr-J (去一 ++l)dx= 一士一 21nU|+_r+C 


【1632 】 J + + 

解 f ( 含 +?+?) dx=aln l J ： l—T - 备 + C 


: r +1 




【⑹ 3】 f 

解 J ~^!l-dj= J (xT 4-x~i )<Lr=-|-j^ + 2^x4-C. 

【 1634 】 

I1635J j ( - 1 ; 舊 


解 


J 


(1- t ) 


dx= 


J (x 4 — 3 x ~ 3 +3 x 7 — x 7 )( Lr = —(1 + ~|- J ■— -|- x x - f -^- x 3 )+ C . 


xlfx 

I1636J J ^ 1 — p- J Jx -Jx dr. 

提示注意 ^ 1 — J \/x -Jx = xi 一 jT+. 

1634 題 ， 1635 題 ，1637 l| 及 1638 题均可 仿本題，将被 积焱數 化成若干个幂函数的代数和，然后再利用 
分項积分法 . 

解 | ( 1 - 士 )>/ dx= J (xi —j~ 4 - )dr = -~xT -f 4x T -t-C^ 4( ^^L 7) 4-C. 


【 1637】 J 


(在 一浪 ） Z 


* 本章在叙述习题及其解答过程中•凡出理的函数，无论足被积函数还是原 Ei 数，均畎认是在有意义的定义域上进行 
的.例如，最简积分表 I 中当/*<一2时，要求 x 关 0:1 V 中要求中要求 Irlih 以及 \1 中，当取负号时要求 
等等，就未加声明.在战解中也有相当多的类似情况.因此，如无特别声明，在一般情况下，这些定义域是很 
容易被读者确定的，此处就不再予以一一指明. 


«® 解》 作者注 






解 





【 1649 】 J cot 2 xdx. 

提示 注意 cot 2 j^csc 2 :*: — 1. 

解 J cot z xdr= J (csc 2 j— l)cLr= — cour —x+C. 

【16501 J tan 2 xdx. 

解 [ tan 2 jrd.r= | (sec 2 x— 1 )dj= tanj—x+C. 

【 1651】 J (ash_r + Achx)dr. 

解 J (<2shj+^chj 〉 d ： r=flckr+/>shx+C. 

【 1652 】 J th ? j-dr. 

提示 注意 th z x=l — ^ 

解 J th^dr= j (1 - ) dx=x- thx+C. 

|16S3] J coth z xdj. 

提示 注意 coth : j：= 1 + ^^. 

解 J coth 2 xdj= J ^ 1 + ^-^ ^cLr= j-— coth-r+C. 

【 1654 】证 明：若 J /(jr)dr = F(j：) + C ， 则 f /(ci:r+6)dr=+F( fl ： r+6) + C Cfl^O), 
提示由不定积分的定义，命趙即获 tf. 

证由 J" /(1)^ = 1^( < 1 ： )+( ：得知广（ 1) = /(1). 因而有广 (^+6) = /( 以 +6>，& 

^[• jF ( ax +6)] = F , ( aj ：+6 ) f 


于是 


所以， 


差 [+F(aj ： +6) J = fiax 七 b ) ， 
J /(ax + 6)dx = -^-F(aj + 6)+C. 


(2x-3)'° 


求下列 积分： 

116551 H 

解 J x ~p a =ln I x+a I +C. 

I1656J J 

m J (2x-3) ,0 dj=y - Yj-(2x~3) n +C=^(2x-3) n +C. 
【 1657】 J v^l — 3x dx. 

解 J ^1=3^=-+. |(1— 3:>++0=- + ( 卜 3:)++(：. 

【 1658】 f -- J ； _ 

J v/2- 5x 



= ~ ： In|x>/3+ yZx 2 - 2 I +C. 

【1665】 I V + e - ”cLr. 

解 J ( e -' + r”dr=_( e -，++ e -h)+C. 

[166ft] J (sin5j — sin5a)<Lr. 

解 J ( sin5 j- — sin5a) d j = — -|-cos5x—xsin5a+C. 

11667] [ ―—— 

J si 小 + 子） 

解 J . M = -y cot ( 2x4 -f ) +c 

sin 2 (Zx+—) 

* 题号右上角带“+”号表示题解答案与原习题集中译本所附答案不一致，以后不再说明.中译本基本是按俄文第二 
版翻 译的. 俄文第二版中有一些错误巳在俄文第三版中改正. 






解 


r _ 1 rd(i+^_)_ i 十匸 

J (1+x 2 ) 2- 2 J (!+x 2 ) 2 2(1 + j 2 ) • 


d ( x 2 ) 


116781 Iro - 

▲ xdx _ 1 

« 不注霉 了 • 2 2 + W 


I1679J J^ 


dx 


- 2 # 


解 


\^2 = i\ u <y-^y = ^ ln 


-V2 

+72 


+C 


(1680J J 


dx 


提示注意 


4^ n + j ) 

dx 


= 2 


d (/ F ) 


>fx (1+j) 1 + (V^〉 2 


« 1 


dx 


=2 J 


d (>/ I ) 

(1 + j:) J 14-(V^ ) s 
d,r 


2arctan^/?+C. 


【 1681 】 sin 


*?• 


解 J sin + • ， = - J sin 士 d (士 )=cos 士 +C. 


I1682J j 


x 
cLr 


x vx l + 1 


提示注意 


dr 


d-r 




+ 1 


、 x '\J 


1 + 




解 b 


=—In 


cLr 


Vx 2 + \ 


=1 


dr 


ras — 


vWjir ) 

d ( iir ) 


x | x | v 1+ ? vWt ^ t ) 


In ( T 7 T + V 1+ ?) 4C 


1+ y /? + l 

X 


+ C. 


116831 

提示仿 1682 题的解法. 


解 L-^r=f 


cLr 


= — 


I 


(击) 


V 1 - (击 ) 1 


TTF 


+c. 


【 1 則 J 


dj 


( x 2 + l ) i # 


提示注意 心 = — s iH £j£ 




n J 


dx 


。 2 + 1>1： 乂"^.::)广 ㈣ ) sgnxd ( 1+ i ) 


7 






27) 




8x 3 + 27 ) - 4 d< 8x 3 + 27 ) = ^8 4- 27 + C. 


卜 or) 


) 及： r < 一 1 时求解，然后将这两个结果合并，其结果为 

























提示注意 sin 2 .z-t^cos 2 "x = t C a°n 2 x+2 = 


d(tanj) 
( 72) 2 + (tanj) : 




fi7031 


提示注意土 ^ 




^Jl^xl =ln | tanf | 


【 1704 】 


d-r 


提示注意 


(: r + 子 ) ， 并利用 1703 % 的蛣果 . 


解 J ； .^+If ln \ tan (f+f) I +c - 
117051 




d(e x ) 


117061 ife 


2arctan(e’）+ C. 


提示注意 sh* j+ch 4 x = —(1 +ch 2 2x). 



(1 十 






提示注意 )• 


解 


f |±fd(ln 肖卜 肖 + C. 


117171 f 


提示注意 


cosxdj 

\/24-cos2t 

cosxcir d(siar) 


y/2 + cos2x v/3 — 2sin 2 x 
cosxdx f d(sinj) 


解 iyllfe ^7!^=> rcs ' n ( VT si -) +c - 

【㈣ 

提示 


sin2xdr 


卜+ ! 


2x 


丄 • d(cos2^> 

2 1+cos 2 2jt. 


2 


^ f sirurcosj t 1 f 

解 J ^x+co^x^ yj 

【⑽】 


解 J ^rzj;^=\ — ^ 


sin2x<Lr If d(cos2j) 


2x 


--if i^T^ = ~f arctan(cos2j)+c 


1 


H7201 J 




[( 1)7 - 

xdr 


ln3 一 In2 


mr 


1 


2(ln3 一 In2) 


In 


T 2 7 


十？ +v / rnr?T 


yi+^ + Zci-f^) 3 




d(i+P) 


yrTTVi+yiT? 


= J 9 


Y 1 十力 =2 y/l+yir?^ + C. 

1+vTk? 


用分项积分法计籌下列 积分： 

【 1721 】 Jj 2 (2-3/) 2 dr. 

解 J x 2 (2-3x*) 2 dj= J (4/-121 ， +9/) 心 =+/-¥/+"|^ 7 +(：. 

【 1722 】 J|^dx. 

解 J 1^7^= J (-\ + J ^)dx=-a ： -2ln\l- I \ +C. 

【 m3 】 j^dx. 

解 j Y^ dj= J ( > r-l + Y^)dz=+j 2 — o:+ln| l+jr|+C. 

117243 J ^ dj . 

解 J 3^： dj ' = J (■ r ? —3 j +9 — ^^) dx =+ i *_~|" jr , + 9 j —271 n |3 + < r |+ C . 

【 172S 】 

解 J dx= j " (1 +)cLr = x+ln(l + ;r*)+C. 
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X j： 
COS 丁 COS — 


+cos -ydx=-|-| (cos 字 + COS )dj-=-ysin + 3sin f+ C. 

sin ( 2 j — ) cos (3x+ -j-) dr. 

2j-|-) cos(3x+^-)cLr = y J [sin(5r+ 合 )—sin (x+ 苕 ) ]丄 
对 (5i+ 吉）十 +cos (: r+^|)+C. 


： in 3 xdx. 


sin 3 xdx=sii 


•= <cos 2 x—l)d(cosx) 


] 

xdx= (cos 2 x— l)d(cosx) = —cos 3 j — 


747 题的解法 . 

-rd.r = J ( 1 — sin 2 j)d(sinj-) 


sin xdx. 


;in’ j=( 


—cos2x 


)* = + ( 1 一 2cos2x+ 1 + c 2 os4 J )--i-(3 - 4 cos2jt 十 cos4 j>. 


— cos2 j \ 2 


1 + cos4j 


，并利 


因为 



[1764] J chxch3xdj：. 

解 丨 chxch3xdr=-|- I (ch4x+ch2j ： )dx=-|-sh4x+-^-sh2x+C. 

117651 


sh 2 xch 2 


= m 士卜一 (cotHj + 如〉 +c 


用适当的代换，求下列 积分： 

【 1766】 J x z y/l —xdx. 

解设 1—o:=r ， 則 j=l —/tdx=—d/t 


故得 


x 2 ^1—jdr= — I (1 —/) 2 /Td/= — J (/j — 2/T +/7 >d/= — 如 I ++J 一合穿十。 


- 盖 （ 9+12j ■十 14i 2 >(l — i>i+C. 


117671 J j 3 (1 - 5?> lo dz. 


解 设 1—5 ： r 2 =r ， 则 jt 2 = 7(1 —r) ， 从而， 


x 3 dx =-|-^ d ^ 2 > == ' j ^ n —/) ( —-|-) d /= — ^(1—/) d/ t 


故得 


J ， U 一5 xTcb ■ — 占 卜 . 他= 一 釦 40= 


1 +55j 2 
6600 


(l-5x 2 ) n +C. 


【17681 


iyfe dx * 


解设 2 —j ： =f ， 则 x=2 —r f dx= —d/t 


故得 


J -^=dx = - j /i(2-/) 7 df=- J (4/-T -4/7 +/I )d/--8r+ +y/i-y/T +C 


= 一吾 (32 + 8:r 十 3?) 十 C. 


【 1769 】 


1 7^- 


设 1 一 :r z =/ ，则 : r l = l—/ • 从而， 


jt s dr= (x 2 ) 2 d(:r 2 ) = - ( 1 —d /， 


故得 


\y^ dx= -Yi l T(i-/)^.= -|j a~2 —Ilk 4-/2 )d/= —t\ 4-y/f — 


= -^(8+4 x 2 +3^) v / r r I r + C . 


117701 J 


x 5 (2 — 5 j: 3 ) 7 d j. 


设 2 — 5i 3 = “ 則 ? = + (2— f), 从而 , 


故得 


dx = 


( 2 — 5 j 3 ) 了 cLr = — 


d(x 3 ) = -~(2-f)df f 


C2r4-r4 >^=-^4+C 


6 + 25? 
1000 


(2—5or 3 )T +C. 








故得 


arctan y/x 


-- ^^ = 2 J /d/ —Z 2 4-C= (arctan >/r) z +C. 


运用三角函数的代换 x = fl si 


:=atan/ f x = 


等，求下列积分(参数为正 的）: 


【1778】 


dr 

(1-x 2 ) 


解由于被积函数的存在域为 一 loci , 因此，可设 psim , 并限制一 |</< f •从而， 


( l - x 2 )T = 


dj：= cos/d；. 


代人得 


cLr 

( l - x : 




: + c = 




【1779】 


f x 2 dr 


解題思路注意被枳函數的存在域为斤及1<一7?. 
<1)当•!■〉#时，可设 x « v ^ sec /, 并限制0</<-|-. 


<2)逛一#时，仍设 ：r = 


、但限制 n<t< 


解被积函数的存在域为 •!：># 及 《 r < — #，分别考虑. 
(1) 当 •!■># 时，可设并限制 0 < r <~| ••从而， 


X 3 — 2 sec 2 / 
— 2 v^2 tan/ 


do :*- 


代人得 I^f= 2 J- 3 ^= 2 J o^TF^if (TTk+r^J 2 — 


(sin/) 


=11 


d( 1 + sin/)_1^ f d(l _! 

(1+sin/) 2 J O^i 


-sin/) 


+ j ( rirn ^)++ ln (} S)+ Ci 


yx / F ^+ lnCx-f >/?^)十 C . 


(2> 当: r < 一 # 时，仍设但限制 K < t < Y - 其余步骤与上相问，注意到，此时 secr + tan /<0 
因此，在对数符号里要加绝对值•即结果为 + v / P"r + ln | x + v / Z ^ Tl + C . 


总之，当 111 >7?时， 


J 


\/x* — 2 +ln| j+ >/x* —2 I +C. 


【1780 】 \ y ? - X 2 dx . 


解被积病数的存在域为 一 a < x < a ，因此，巧设 I = asin /, 并限制一•从而， 


Va z —X 2 = acos/t dr = acos£d/. 


代人得 


J •/a r —x r dr = a z J cos 2 df = a 2 ( + + + sin2f) +C=^~f+^sin/cos/ + C 


利用 1742 題的结果. 


[1781 J J 


十 a 2 ) 


解被积函数的存在域为一⑺<1< + 00,因此，可设 _ r = ata m , 并限制 一 f < o<f .从而 
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(x 2 + a:) I = fl 3 sec 3 r, dx = asec 2 tdt. 

代人得 I ^ 77 T = ^ Jco St d < =^ sin ,+ C = i . 7 ==^+ C - aT ^= i： + C . 

【 1782 】 心- 

解题思路注意被枳函教的存在域为一设 i ^ asinz •并限制一 f < f<f •求出结果的存在域 

为一 a O < a . 可以证明：此结果在蜞点： r =_ a 处也成立.即原函數在点 X -- a 的（右）导數等于被积函數 
在点 x = 一 a 之值. 

解被积函数的存在域为 i < x < a ， 因此，可设 j — asin / •并限制一号<：1：<~|••从而， 


j a + x 一 / !十 sin/ — 
V a—a: V 1 — sin/ 


1 +sin/ 
cost 



代人得 \^|^^ =a \ 


(l + sin /) d / = a (^ cos /) + C = aarcsin -- ^ +C 


i~a<x<a). 


注意，上式在端点 x=~ a 也成立 • 即通 F ( x ) = a arcsinf *- W 一在点:的 （右〉 孕数等于 


被积函数在点 x=—fl 之值.事实上，由于 F (« r ) 和 /( x ) 都在一 fl ^ r<a 连续，且 F f ( x ) = 


/ U > 在一 成立. 故由中值定理知•当一 aO<a 时，有 

F ( X x^~ a) ^ r(g)==/(gK 一 

由此可知 ，（ 右）导数 F \- a )= lim f ： S £ ) - J ^ a J = | im /(^)=/(- a ). 

J ： 卞 d p-_ + 0 

下面有些題目在鴆点的情况可类似地进行讨论， 从略. 


1,7831 


解題思路注意被枳函教的存在城为 0«2 a , 设1=2^11^,并限制•利用1749题的结果, 
解被积函数的存在域为0<工<2«,因此，可设 x =2 flS in 2 /, 并限制从而 • 


代人得 


注意到 




2qsin 3 f 

cost 


dj =4 asin / cosrdz . 


J J V 2a —X = 8fl2 sin'rd/ —8a 2 (-|-r—-|-sin2/+~sin4/) +C. 



及 


最后得 


sin4 / =2sin2/cos2/ —4sin/cos/(l — 2sin 2 f) =-y (a —x) ^/x(2a — x ), 

a 

J ^ yj ^ = 3a 2 arcsin ~ 2a 2 x、la — x 、 -\--^-a 2 —x) -/x(2a —j:) +C 


= 3<2 2 arcsin 




3 a + j ： 


vx (2 a — x ) + C . 


I 1784 J 


利用 1749 题的结果. 

dx 


V (j — a)(6—x) 


解® 思路不妨设 a < ib . 注意被积函数的存在域为 a <: c 〈 b ， 设 J ： 一 a = (6 — a ) sin z f ，并限制 0< f < 















II a V r ^ M A •▼ • ^ M fl - — 






1786 H 相同，访 









=—achf , 升限制 t>0. 


被积函数的存在域为 o:>a 及 : r<_ a . 
当 x>a 时，可设 :r = achf ， 并限制 t>0 




. 从 而， 

C C t dx=ashtdt. 
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代人得 


I dx — a J (chr — l)d/ = ash/ —a/ + Ci =a 八…一 1 —at~\-C x 


( 2 ) 


代人得 


= ) _1 _aln (^/(-^-) Z_ 1 + 7") +(：：， = ^ xZ ~ al - 心(</? 

= s/x 1 一 fl 2 — 2aln( \Jx—a + \/j + a ) + C. 

当 x<—a 时， 可设： = 一 achf ， 并限制 / >0 . 从而 ，▽:+:= 

J dj= —a J (ch/ f l)d/= —ash/ —a/ + Ci 


—a 2 + j) + C2 


chr+1 

sht 


dx = — ash/dr. 


=—a y (~) —1 ) Z —1 — 子 ) +C_ =_ —aln( %/V - fl 2 — 1 ) 十 C 2 


一 y/ar —a 2 — 2aln( v~x^a + v —x—a)+C\ 


总之，当 |x|>a 时， 


J 原 


dr = sgiLr y/x l —ar — 2aln( v\ x~a | + v\ x+a 1 ) + C. 


【1789】 


f 


d«r 


v (j-f o)(x4-6) 

解不妨设 a <6. 注意被枳函数的存在城为 x> — a7Lx<-b. 

(1) 当 I 〉一 a 时，设 了十(2 =(办一《1)811 2 /，并限利 r >0. 

(2) 当 1<一办时，设 j +6 =( fl — 6) sh 4, 并限制 t>0. 

解 不妨设 a<b. 被积函数的存在域为 xS — ci 及 x<_6. 

(1) 3 -r>-a 时，可设 1+^2 = (6— a )sh*f, 并限制 / >0. 

从而， \/(x + a)(x+6) = (A—a)sh/ch/t dr = 2(6—a) sh/ch/d/. 

dx 


代人得 




\/(:r 十 a>(j+6) 


= 2 


d/=2r+C,. 

i 


注意到 y/x-Fa + y/x+b = y/b~a (sh/ + chr) = y/b^ac 1 ，就有 

6 x 


ln ^±^£±^ 最后得 


Vb — a 




V (1+0)(：!： 十 6) 

(2) 当 •!•< 一 A 时 • 可设 1+ 办 =( 0 — 办 ) 并限制 f>0. 
从而 • 


21n( v^rTa + \Ar+6) + C. 


代人得 


v/(ar+fl)(i+6) =(6—a)sh ， ch/, 
dx 


总之 • 


v (x+a)<j ： +6) 

f cLr 


dx= — (6—a)2sh/chfdf. 

= 一 2 J d/=-2/ + C, =-21n( (jr+a> + v^-(x+6) )+C. 


21n( y/x+a + \/x+6) • : r+d>0 及 i 十 6>0, 


J V(^+^)(x+6) [-21n( — J — — i 一 6) • j+fl<0 及 i+ACO. 

【1790】 J \/7x*fa) Cx4-6) (Lr. 

提示仿 1789 題的解法 . 

解 与 1789 题相同，作同一代换 • 只是在求积分的过程中变动个别地方 . 今以 x >- a 时为例 ，解 法如下 
J V (: r+fl)(J+6) dj=2(6—a) 2 | sh 2 /ch z /d/ = -|-(6—<i) 2 J sh 2 2fd/ = -J-(A— ^) 2 J (ch4r—l)d/ 

= -^r(b—a) z (+sh4f _ f) +Ci = 士 (6 — <z) 2 [sh/ch’(l + 2sh z ’) —/]+Cj 
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= T (A "" a)2 [Vf5V i+ Sf (出 • 货 H n( y/ ^ > 


+c 


= 2x \ a+b vu^anJ+ b y - y^Tc 

当 I <—6 时•与 1789 题类似，只是将结果改成 

2x+a+b n ~ i 一 " wr-rr . (b — a) 2 


(j- + a)(x+6) H --- ln( >J—x~a + y/~jc—b)+C^ 

4 


此处不再写出解法 步骤 . 
总之， 

v^Cx+aX^+A) dor 


2jr + a+b 


■+ yiTb^C. x-ba>0 & x+b>0. 



用分部积分法，求下列 积分： 

II791J I Injdr. 

解 J lna - da - = j - lnj — J j - • -^-dx = j(lnj — 1) 4- C . 

【 1792】 J T'lnxdj (”弇一 1>. 

解 J ， larc ^ ; r j ^ la J d (，.〉= ; ^ T x -| ru - ; r | r J J ：->.+ d ^$( lrLr - ; r ^ T )+ C . 

【 1793】 J C-f) 2 ^. 

解 J (~^) cLr — 一 J * ln 2 xd ( +) D _+ ln *: r + j * ■^•2 ln < r 士 dr ™ — 士 ln*x 一 2 J * lrurd (士) 

= — —In 2 j- — —lar-4-2 [丄 • 丄 dr= - — (In 2 j+2Iilt+2)+ C. 

t r J t x j 

【 1794 】 J>/7ln 2 j-<ir 

解 J - JxWx&x = -|- Jln a xdCjT ) =-|- x 7 In * x—J x 7 Inx -^-dr 
= -|-x 7 ln 2 *r -吾 J lnxd<j7 ) =^-jT ln 7 j—-|-j7 laz+-|-1 士 dr 

=-|-^ (ln 2 J—ylar+-|-)4-C. 

【 1795 】 J xe s dx. 

M J j-e ^dx= — J jd(e' x ) = —xe ^ + J e'^dr 

= -e'(_r+l) + C. 

【 1796】 j x z e~ 2i dx 


卜士心 =-+ 卜 ( 卜〉 =_ 如 \ 士 + +JV ? ， 


2x<Lr=- 




Y j 


=--i-x 2 e^~|-xe-^ + -|-|e-^d^=-^e-^(x 2 +x + -|-)+C. 
【 1797】 j x 3 e ^dx. 
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118021 j 

m J arct £ 


arctarudj. 


arctaardj=jrarctanx 


nr ? 


dj=jarctaar— -^rlnd +x 2 ) 十 C. 


1 1803] J arcsinardr. 

M J arcsin-rd-r — xarcsiru— J -^=z=pdx = xarcsinx-f >J\ —x 2 +C. 
Cl804] J xarctan-rdr. 

解 j xarclan^dx = -|- J arctaorcK j 2 ) a =-|~j , arciaar— J ^-p-cLr 


1 + x 2 


十 C . 


x 2 arccosxdor. 


= yx * arctanx — | (l — )心= 1 专 ^ - arctanj - 音 + C . 

【 1805 】 J X 2 arccosxdor. 

解 J x 2 arccosxdj= J arccosxcKa: 3 ) = -~j： 3 arccoso-4- | -~=^dx 

= T x3arccosj -il yj=F d< 1 一 ？ > = +? 抓 ⑺ sx —J-J ( y=- )d( 1 一， 

= -|-x 3 arccosx— ~y/\—x z + + (1-j 2 )i +C=+j J arccos:r- ’ ^y 1 — x 2 +C. 

11806] JiipiHcir. 

提示使用分部积分法后，令 <r = sim, 并利用 1703 题的结果 . 


+ C = 


x 2 +2 




解 


cLr = — 


J arcsiiurd ( 士 ) = — ^-arcsin>r+ J 


dj 


v/l-Y 


对最后一个积分作代换 x=sin /， 得 

dx f_COS£d L== ( 41 _^ 

J sin/cos/ J sin/ 


hvi-^ 

14V 卜 : r z + c , 

X 


° +c=ln |TSi| +c= ^ ,n | 1： & 


cost 


nt 


+ C 


= -ln 


最后得 


|arpn £dj . = __L arcsin _ r _ ln 


l+x/T- 


+c. 


利用 1703 題的结果 . 


【1807】 j ln(:+ yi + x 1 )dr. 

解 J ln(x4- -/l-hx 2 )dr = xln(xH- -rx 2 )— J 

【1808】 J xln J^dx. 


V\+X 2 


；dr = xln(j+ v/lT^)- yi+x 2 +C. 


解 


J ▲ = +J ln 〉 = T ln I ^一 y ln + J ( 1 一 r=^) 心 


I^ ln l±£ + C. 


J C 0 SX ( 


xtLr 


【1809】 J arctan>/xcLr. 

解 j arctan y/x d j = xarctan -/x — ^ JaJ+i 产 =J：arclan>/? - J ( 卜 i^) d(V7: 

** <x+ Darctan Vx—y/x+C. 

【1810】 J siarln(taar)<Lr. 

解 J sinjln( taar)dj= s — J ln(tanj)dXcosj) — 

=—cosxln(tarLr) + — — = — cosa-ln( tanz) + In 

J sinx 

求下列 积分： 

【1811】 Jj：V 3 dr. 

解 J X s e^ 3 dx = y J x 3 d(e^ 3 ) = y xV 3 - y J (Kx* ) = y (x 3 -1)c^ J + C. 

[18121 J 


T 


(arcsinx): 


供 (arcsinx) 2 dr = j(arcsinjr) 




VI-X 7 


cLr = x(arcsinx) z ^~2 J arcsiardC >/l 一 x 2 


= j(arcsin_r〉 2 +2 y/l — x 2 arcsinx-2 J dr=:r(arcsinx)* 十 2 y/l—x 2 arcsirir—2x+C. 

【1813】 J x(arctanx) 2 dx. 

解 J x(arctaar) ? dx=-|-J (arctaiur) 2 d( j 2 ) =»^-tarctaru:) ? ~ J J 

= ^-(arciaar) 2 — J ( 1 - ^ p ) arctanxdx — arctanx) 2 — J arctaor<Lr+ J arctanxd(arctanor) 
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=^-(arctaru) 2 — xarctaar+ | ^^^ + -|-(arctaar) 2 = 


x 2 

2 


^ + 1 


(arctanx) 2 — xarctanx4 - -r- ln( 1 +x 2 〉 + C 


【 1814 】 


解 


In 


f xMn 品 d( ： r 3 )=+[ n {^+y| 

^ T ^ rrf+yl (-^ + T ^?) dr = T ln irf - T x ， ~ T ln<1 - J,)+c - 

118151 I - 


ln(x+ y^l+x 2 ) 

v/l+x 2 


解 


J ^^ 」 dr= J In(x+ yir^cK /TT?') 

ym r ln(x+ v/l+x 2 ) - I v/TT?" 


v 1 + X Z 


v/1 +x r ln(x+ \/l +x 2 ) — t + C. 


118161 JnT^ 


提示注意 rr&TF 心 一+工 d (iibO. 


解 


J rr & F"H d ( 1 +义 2 > = 一 + J J d (nb 卜 一 + +J 


dx 


2(l + x 2 ) f T 1 


U8171 j 


dr 


(y+W 

解当 a = 0 时，因为 
当“关 o 时，因为 


JvfeW 卜-击 +C, 

|arctanf=J iI ^ ? = jr ^ + 2 J 


仏 


故得 \ ^ 2 ?( arclan f ) + c . 

11818] J v/a* - x 1 dr. 

提示使用分部积分法后，并注意 x 2 =a l -(a 2 -^). 

解 [ dx^x Va l -x 2 + [ -f- - - Va l -V + [ 

J J y/a^-x 2 j Va 2 - T j 


dr 


—x y/a 2 一 x 2 +a 


于是，得 


2 a resin 

J Va! 1 ~x 2 dr=^-\/a 2 ~J z + ^-arcsin J^J + C (a^O). 


【 1819J J y/P' 

m \ V 


+ adx = 




>/jo 1 +fl — f +adx+ a f — ^ 

J J vV+fl 


下 • 是 ，得 J V -r ? +adr=~-\/T 2 十 a +-|- J 

【 1820 】 J x 2 •/ a* + V dx. 


dr 


vx 2 +a 


= - 2 ~ v x 2 +a + 了 ln | x + \/ j 2 +a | + C . 


解题思路首先，有 :r 2 y/a 2 -f x 2 Ar = -|-x(a J +x*)l d(a 2 +:r 2 ) = + jd[(a z + j z )1 ] ，使用分部枳分 
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君三章不定积分 §1. 最爾麟的不定供分 


+ 两項，并利用1786題的结果. 


[xd[(a 2 +x 2 )l] 


1786 


= -J x Y^stn2j-+-y J sin2jdr= V 一 ysin2j-f cc^i+C. 
【 1822】 J c^dx. 

提示令 = Z 后，再使用分部积分法，最后将 / 換成 V ?. 

解设 VT = / ，則 x = H ,< Lr =2 rd /, 代入得 

J c^d^-2 |^(^) = 2^-2 J e , d/ = 2/c , -2c , +C*2 - 

【 1823】 J jsin y^clr. 

提示令& = /后，多次使用分部积分法，最后将/狭成 vT . 

解设= /•则 j * = f 2 • dor = 2 fd /， 代人得 



(14- x 2 )7 












由① + ②即得 




【1825】 


I 


(1+x 2 


2 %/1 + x 2 


解同 1824 ® ②—① •即得 J 
【 1826 】 J sin(hu:)dr. 

解 j* sin(lnx)<Lr=jsin(lar)— | xcos(lar)-|7cLr=jrsin(lrur) — xcos(lnx) — | sin(lnx)dx. 


于是，得 


sin(lar)do： = 专 [sin(lar> — cos(lar)] + C. 


[18271 J 


cos(lnj：)dj. 


提示利用 1826 超的姑果 . 

解 J cos(lar)da- = xcos(lnj-)4 - | sin(lnj)d.r = xcos(Iru-)4--y[sin(lnx) —cos(lru-)]' J 4-C 

= 专 [sin( lnx) + cos(lru*)] + C. 

* ) 利用 1826 II 的結策 . 

【 1828】 J e a, cosAxd j. 

解如果 a,6 同时为芩，积分 M 然为 1+(：; 若 a = 0,6 关0,枳分 ft 然为 + S in6j：+C» 以下设 a^O. 
J e** cosAjdx=-^ - J cosAxd(e** ) = cos6x+ -j- 1 e** sinrdj = -^-e M cosAx + J sii 

=-^-c a, cos^x+ 表 sin6jr - J e “ cosbxdx. 


于是，得 J e-cos^xdr-^^- -^-e- cosb^^e^ s\nbj ： J + C= ^ ^osbx^bsinbx) + Q 




[1829] J e- sinAxdx. 


» 若 FhO • 则积分为工 +( ： ; . 若《 = 0 ,• 则枳分为 -yco 咖十 C, 以 下设卢 0. 


I e** sinAjrdx^— [ sinftxcKe** ) =le~sin^r— 上 [e** cos^xdj = — e* 1 sin^jr 
J a J a a J a 

= _ ^ _ e* r sin6a: — ^*e ttr cos^r-^7j e* 1 sinAxdx. 


A 


cosAardC ) 


于是，讲 J sin6xdx = 
【 1830】 J e 2x sin 2 xd. 


(asinbx — bcosbx) 
a^ 2 


提示注意如 2 尤 = 十 （1 — cos2 ： r), 并利用 1828 题的 结果 . 

解 j e 2x sin 2 .rdx=-|- J e 2x (1 — cos2 a:) dx = \\ e lJ dx— | e u cos2 jclr 




2cos2 工十 2sin2«r 


e** ) + C= e 21 (2 — cos2x — sin2 j) + C. 
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用 1828 « 的结果 . 
[ (e T — cosj :) 2 dx . 


>" —cosj ) 2 cLr= J (e 2x — 2e r cosx-f cos 2 x)d-c 


一 


e^(cosx+sinj)" 3 


(f 4 •+ sin2 :} +c 


( cosx4- sinx) + 专 + 丁 sin2x+C. 


用 1828 題的结果 . 
利用 1742 題的结果 . 


118323 


tCe") 


|J 用 1759 題的结果 . 


rccot(e x ) 


di=— arccot(e J )d(e e J arccot(e x ) 


1759 題的结果 , 
In(sior). 


— d(cotor) ，使用分部权分法后，并利 


f l n (si nx: 
J sin 2 1 


cLr * 一 


⑽】表. 


xianx - 


= e * +c 
14-x + U 

下列积分的求法需要把二次三项式化成标准形式，并利用下列公式 





4 


(: K 4J (，- + r +(4) 


=—ln( j 


— ^2 


+ 2) + +a 咖(亨 

2>/7 V V7 


>c 


118431 - 

提示如果本題不化成标准形式来做，則可有 更闭单 的做法，只需注意 


TP-^1?TT) = T (A + ?Ti) d(j3 


即易获解 . 


解 


x 3 d(x 3 ) 


(: U 3 J (:4) 2 - 




T 


一 

T 


J 




J 




(‘—+)H 6J (ir-(^-i) : 


= yln|^-x J -2| -^ln 




+ C= 音 ln< I 


I <x 3 -2) 


如果本题不化成标准形式来作，则有更简单的作法.事实上， 

?dCr s > 




2 )(^ + 1 ) 


i\ (p^2 + ?TT) d(x3) 


+ ln< |x J + l I Cx 3 -2) 2 >+C. 


118441 


dx 


8sirurcosx+ 5cos 2 x # 


解 J 


dr 




x —8sirLrcosj+ 5cos z x 


j-(uor-j) 


f d(taar 
J 3tan 2 x _ 8ta 


d(iaar — 


nx+5 3 


taru — 


T 


)- 


1+( 




tan:-j) 
dx 


+ C,= 


丄 l n I 3sinjr — 5 cosj 
2 I sinj —cost 


sirLr+ 2cosx+ 3. 


}+C 


(+) 




















总之，不论 
























» 

【1857】 — 


解作代换 


dx 


v/x 2 +o~ 

丄 ，則 


+ j 一 1 =sgnt 


-/ z +/+l 


f 3 


d:r = 


d/ 


于是， 


dr 


=—(sgn/) 


f 


/ 々 +1—1 一 J y/-t 2 +t-l 

. 2t-\ 


_(sgn/) (- 


d (— F+r+l) 


-P+rfl 


l ^ fr ) 


=—(sgn/) 


(-/^TTTTT+y 


arcsin 


75 


) 


= (sgar) 


• " + 
•r 


+x- 



+ C 


%/x iJ rx 


其存在域为 




T 


++ arcsin (fe) 

>f. 


【 1858 】 

% 


利用 1850 題的结果. 
dr 


(j+D^ + l 
提示设： y = j +1, 本題即 转化为 1856 II 的类堡. 

解设 ：y = *r+l, 本题即转化为 1856 题的 炎型 . 由于解法类似 • 且 x+1 的符呤对结采没 fi 影响•故仅 
就 x 十 1>0 列出解法的主要步骤如 f : 


f 


dx 


(x+1) 


TTT = I 


dv 


y Vy z -2y^2 


•= 一 


( 士 ) 




【 1859】 J — 


- /2 (： 

i+l 

dr 


^TIT 


々十】 



T 


-2y + 2 


yy/2 


+C. 




提示设 X — 1 


解设 尤一1 


•则 （I 一 1) v/V- 


^1 + 2/- 


dr= - rd/f 


代人得 


dx 


(X~\)y/7 Z 


亏 = 一 J 


sgn/d/ 


V\+2t-t 2 


加 ( 完 ) + C= 3rCS，n ( |x-"l|72 ) +C 

(|x|>n/2). 


[I860]" j 


dx 


(x + 2) 2 /? + 2x-5 


提示设尤+2 = 


解设 t +2 = ^〜 则 


代入得 )* 


dx 


(j+2); 


2 +2 了一 5 = 




dj= — Tclff 


(x + 2) 


+ 2x- 


r cgncdc _ 1 r 

yr^T^r vsJ 备 (O 7 


= 7T ㈣ 


Vi'i^^* f iyf sgn/arc 5 in (*V')' fC 


5f+l\ • 〜 y^T2x—i 


5( i +2) 


5^5 


arcsin 


in ( 


x+7 


x+2 |v^6 


) 
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§2. 有理函数的积分法 

利用待定系数法，求下列积分： 

118661 J C -^ trVs )^ 

解題思路 注意被积函教分解成部分分式经通分后得饫等式 2:r + 3=A(x+5)+fKx- 
2), 令 《r = 2 及 了 = 一 5 •求得 A % B. 

m 设 十 5 广 土 +&, 通分后应有 2:|： +3三八（1+5>+出1一2>. 

令文=2.),得 7 = 7 A , A=U 令 文英 一5,得 一7 = —7 B . B^\. 

于是， J (，- 2 2^5)^ = 1 (占 + 去) 心， 0- 2 >(洲 | + C . 

* ) 注意，这是一种习慣的说法.实际上，不能直接令 o ：=2( 因为上 述性等 式是当 x 关2, j 关一5时得 
出来 的〉， 而应令 1—2 取极限 ，得 7 = 7 A , 以下类似情况都作 此理解 ，不再一一 说明. 


11867] 


xdx 


(j-f l)(x+2)(x+3) # 


解设 




(-T+ l)(x+2)(x+3) : r +1 

3) + CU+l)(x + 2) • 在这愤等式中， 


^ 2 +^ 3 ,通分后应有 x=A(x-4-2)(x4-3) + B(x+1)(x4- 


令 :r ■ 一 1 ，得一 1_2A, A_ — 


令 


3, 得 一 3 = 2C, 


T 

3 

T- 


令 — 2 •得 


一 /3, B=2» 


于是， 


J 


xdx 




( 工 +1)( 之 +2)(1+3) J I x+1 




(Lr 


— ^-ln I j:4 - 1 I -4-21n | x4-2 | — |-ln | x+3 | +C=-^-In 


(x + 2) 4 


(x-f l)(x+3) ; 


+C. 


【_ 


-2 


解 


,10 


•- 5jS + n ?_ 2 】 j385j + 171 + ~j i |^2 


设 ~~j 4 |^t 3 2 42 =^+^i, 通分后应有一 341 ： r+342 ^4(:r — l) + B(:r+2 ) •在这恒等式中 


于是， 


令 j ：=-2, 得 1024=-3 A , A = 
x 10 


1024 


令 x=l , 得 l = 3fl, B = 


3 • 


f 


-2 


dr 




x 7 +3 x 6 -5^ 5 +11 j 4 -21^ + 43 x 2 -85 x +171- 


1024 


3( j +2) 3 (i 




T 


43j ： 3 85 x 2 


7 6 

+ 1 


171 x 


++ ln 


-1 


(x + 2) 


1024 


118691 J^-f-ex 

J 丄 1 

解 


设 


x 3 -5^ 2 + 6x 
Sx 2 一 6a: + 1 


=i + ^ :被匕 i+ 


x 3 -5x 2 +6x 


5x 2 -6x+l 

x(x-2)(x-3) f 


A t B 


C 


t ( x -2)( x -3) 


一 2 x- 


，通分后应有 5X 2 -6t+1=A(x-2)(x-3) + Bx(x-3) + Cx(x 


一在这恒等式中， 




令 x =0, 得1 = 



令： r = l , 得 1 = 3 B , B 


2,得一 2 = 9 C , C =- 


比较 x 2 的系数，得 A + C =0, 从而 ， A = ••于是， 


1,8721 jurf ? T ^ d - 


1) 3( x - l ) : 9( i +2) 




解设 


J + l 


( x + l ) 2 ( x - l ) X 
C ( x +1) 2 . 在这恒等式中， 


i) z +^T. 通分后应有 / + 1 三 4 ( 1+ 】）（ 1 一 1 〉 + 8 (1—1) + 


令： r =- l , 得 2=-2 B , B=-li 令 x = l , 得 2 = 4 C ， C = 


比较 x 2 的系数，得 A + C=l .从而， A = j ■•于是 

Iu+l) 2 (x-l) dx = ]"[2U+1) - ( 」 1): 

1,8731 

解 - 3i+2) = Cr-l) 2 U-2) z= i^ 


2 (x 


=77 ^ =yln| j 2 -i I 

■ 


+ ITT +C 


: 2 -A B I C , D 

(x-l) 2 (x-2) z x-1 (x-1) 2 j: 一 2 丁 U-2) 29 


瓣 
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通分 后应有 /EAU— 1 )U — 2) 2 + B (: r—2〉 2 +CCr — 2)(:r — 1) 2 + D(T— I) 2 . 在这恒等式中 • 
令 a— 1 ，得 B=l; 令 *r=2, 得 D=4, 比较 : r 3 及 x 2 的系数，得 

A + C=0 及 一 5/\ + B — 4C+D=l; 

由此 ，A = 4 ， C=—4. 于是， 

I (^fj+z)^ = I[A + (I^T) 7_ ^2 + (^27] dx 

= 4 In I r— 1 I — 4ln I r—2 I ^+C = 4ln I - ~\ I , 石 : +C. 


一 A 1 I 


X-l 

5j —6 

— 4 In | 

X 1 x 乙 

x-2 

x t -3x+2 


118741 1 (x+\)U+2) 2 U+3y 

提示为了求得待定系数，可用时使用代入法及比较等式两端文的同次幂的系数，这样做，可减少确定 
待定系數的计算工作量. 

M _!_ _A B C P. E F 

m K (:r+l)(:r + 2) z (j ■十3) 3 :r 十 1 x + 2 («r + 2): j + 3 ( x +3) 2 U +3) 3 • 

通分后应有 

l=/\(x+2) 2 (x+3) 3 4-B(j-M)(x+2)( J 4-3) 3 +C(x-fl)(x+3) , 4-D(x+l)(x + 2) 2 (x4-3) 2 -f 
f:(i+l>(j + 2> 2 U + 3> + FU+m«r+2>*. 

在这恒等式屮， 











【剌 lyrtnh 6 - 

M 设 x 2 4-5 j+ 4 „Ar + B , Cr+D 


，通分后应有 


一丨 +5?+4 x 2 + l x 2 +A 

x 2 -h5x+4^(A J -4-B)(j 2 + 4) + (Cx+D)(x 2 -hl). 
比较等式两端 I 的同次幕的系数，得 


x 3 


a： 0 


A + C=0, 
B+D=l. 
4A + C=5, 
4B+D = 4. 


由此 , A = ~| • ， / 3=1, C=--|-. D=0 • 于是， 




音气 — 


r^j) dj -=f ln ST4 + 咖脱 +C. 


Y + l 

本题如不接用待定系数法将被积函数进行分解，而使用其他技巧 . 也可有更简单的方法 . 事实上 . 

■[ 烏 ++J 


d(x 2 ) 


+ 4 〉 J (^+4)(^ 2 +1) 

=arctaru-+~ J ( p^rj-)d(P) = arctaar+-|-ln +C. 

118771 luTTY^Tn- 


(j 2 +4)(x' + 1) 


解 设(:+1>(/+1> 
的同次薄的系数，得 


+ 1 


，通分后应有 l=/Ui 2 + l) + (Rr + CMi+l ). 比较等 式两蹦 


x 2 


A + B = 0. 
B+C«0, 
A + C=l. 


由此， A=» + , + , (：=+• T&. 

\ ( 了 +l> d (: + l) = I [2( 」 +1) 


-1 1 


2 ( x * + i j = 丨 — ^-In(j 2 + 1 ) + -^"arctanx + C 


TT^T 


arctaar+C. 


【刪】 


di 


4j+4)(j 2 -4x+5) # 


提示 本題若用待定系數法，较麻煩 一痊. 可将被积 A 數变形为 


解由于 


r-2y Cx-2y + \ 
(: r 2 -4x+5>-(x 2 — 4 j+4) 1 


后，即易获解 , 


于是 • 


— 4x+4)( j z 一 4j 十 5) (x z — 4x-f 4)(x 2 一 4i+5> 

dx 


一十 4)(/ 一 4j+5) 
arctan(i 一 2)+C 


= I L^r- 2) 2_ ^-4^+5,^ = ~^ 2 ~~ I ( 


-2) 2 x 2 -4x^S 9 

d(x-2) 
r-2) 2 + l 


-2 


本题若用待定系数法，较麻烦一些 • 也可获得同样的结果 • 此处从略 . 


118791 1 (7^ 


l) 2 (j z + 2x+2) 


解设 


A 


B 


一 l) 2 Cr 2 +2*r 十 2) x~l (j-1) 2 


Cr + D 
2 +2x+2 


•通分后应有 


39 


l)U 2 +2i+2)+fi(i 2 +2 ： r+2) 十 （ Cr+D)(:r—1> 2 . 

比较等式两端 x 的同次幂系数，得 

x 3 A+C=0 ， 
x 2 A+B—2C+D=0, 
x 1 2B+C-2D=1. 
j° ~2A-f2B+D=0. 


由此 A = 吉，女， C= - 会， D — 否 • 于是， 


(x- 


l) 2 U 2 +2x+2) ^i[ 25(x-l) 


1 j+8 

5( x - l ) 2 — 25( x 2 + 2 J +~2) 




2x4-2 

j 2 +2x+2 




(j+1) 
+ 1) 2 + 1 


^ln|x-l|-5 ?7 ^-iln(^ + 2 J -+2)-^arctan(x-fl) + C 

忐 1 n 一 5(7^ T )~ ^ arclan(jr+ 1)+c - 


【1880】 


•rd+iMl+or+x 2 ). 


解设 工 ( 1 +工 )( ;+,+乂） =令十:^七^,通分后应有 

l = A (« r + 1 > ( 1 + J +? ) + ar ( 1 十: r +?) 十 zU 十 1 ) ( Cr + D ). 
比较等式两端： r 的同次幕系数，得 

x* A + fl+C=0, 
j* 2A + B + C+D=0. 
a-' 2A + B+D=0. 

? A«l. 


由此 ， /\=l, B=-l. C=0, D=-l. 于是， 


I j(l+x)( 


cLr _ 

0+7+7 


!( 士一 


) dj =, n lrf ^ hJ arctan 


本题也可以不用待定系败法.亊实上， 



IX882I J 奔 


解 设 


A 


通分后应有 x=A(x 2 +x+l)4-(Bx+C)(x-l ). 比较等式两 端工的 

^ ^-4 — I 


-1 x z +x+\ 


同次幕系数，得 


X 2 


A + B = 0, 

A-B+C= 

A-C=0. 


由此 ， A = 7, B 


•于是， 


J 


dr 




1) 3(x 2 +x+l) 


] 


dr 


if^T~if ^ii'i dj+ T J 


d(<r + +) 


-ir\n 


(jc-}) 2 
x 2 + X +1 



2j+1 

~7T 


+C. 


【 1883 】 


J 


dr 


-r 


提示本題若用待定系教法，较麻煩 一喹. 可将被枳函教变形为 y (^ ry _; pn ) 后，即易 获解. 


解 


(占 一？ Vr) d : = + In 


x+1 


— 2* arctaar "^^* 


本题若用待定系数法，则较麻烦 . 从略 . 
Ar 


118841 | ^ 


+ 1 


解题思路 本题若用待定系数法，较麻煩一娄.可将被积 * 数变形为 

丄 f£l±I 一 £1 二 1 、 

2 U 4 +i x 4 +ir 

然后利用 1712 題及 1713 題的结果，并注意 

arc,an ( 穿 )= 号 + * rcwn (r=J)' 

即可获得所需的答案. 

解本题如用待定系数法来作，主要步骤 如下： 

1 Aj+B t Cjt+D 


设 


V2+1 


经计算 可求得 B = + , ’ D =+ •于是 


r d-r _ r f j4 ~l r K 
J x A + 1 J p+iW+i J x i — x ^ 2 ^i 


dr 


= ^r_(^xh_ + ±f 

4 J / ./9 \ 2 . 1 4 J 


dr 


(- f ) 


2 


(- f ) 2 


+ 




dx 


(:-釘 


Y 


= ^= ： [lnCx 2 +X-/2 4-1) —ln(x 2 — xa/2 + 1)]+^ j^arctan^ — 
1 +j*V2+1 . 


) 


广 .+ arctan . _ 
y/2 / V y/2 


MH 

2x-V2 


( 穿 ) 


+ C 


= Z^ [n V^x42 + \ 



㈣) 


+C. 
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如应用下列解法，则更简单些 • 




2^2 


(觉 


士 •、十 C' 




H 合―(感) 


^±^2±\ 

x 2 一 : r#+l 


利用 1712 题的结果 . 
利用 1713 題的结果 . 


118851 \PT71TV 


解设 / + ^rpi ’ 通分后应有 1=( 人 r+BM^—x+D + CCr+DM^+tf 1). 


比较等式两端 X 的同次幂系数，得 




A+C=0 ， 

一 A+B+C 十 £)=0, 
A-B+C-f D=0 f 
B+D-l. 


由此， A=y ， B=y 


T^ = T 


• 于是， 


= 丄 f ( 2 j+l>dj | 1 r d ( J +~H 1 r( 2 x ~l)dr . 1 f d (- r ~y) 

=Tjl?Tpn " tJ (-t) ：+ t 

= -^-[ln(x 2 + > r+l) — ln( > r 2 —;r+l 〉 ]+^^[arcUn(^^^)+arctan(^|^) J +C, 

= T ln ?^ + ^* rcwn (l^) +c - = T ln S^fS + ^ arctan (^) + 

如不用待定系数法解本题，则更简单些，解法与上题类似： 


l^+S+ri J -+ 1 :0 = +f 


1 + 




? + l + 


? 


心 -+f 


1- 


■ 


dr 


/ + 1 + 




+ - 士） if d ( x+ T) 
tj 7~ rv ~ rY ) 


(^) + T ln S ^ frT +a 


【腦】 I^T- 

解本 ® 如用待定系数法来作，运算较麻煩，经计算可得 

每 T+ 丄 

1 1 . 6 X ^ 3 


•T+ 


P+1 3(^ + 1) ^ +x V3 + i 

积分步骤与 1884 题与 1885 题完全类似，不再详解•其结果为 


J 2 —xa/3 + 1 



解法2:仿照1881题的分解法，可得 


1 _ 1 _ x 2 — 2 



2)dr 

?T\ 


Jo : 6 + l 3 J x 2 -fl 3 

—_1 f (3^ + 1) + (? — 1) 」 , 2 f (/+1〉一 （？一1) 
T J —" X 4 -^ + l 似卞 j J X 1 - 


T 


arctanx- 


P + l 


dr 




T 




(:-士): +1 2J (工十 +): - 


^-arctaar+-iarctan(^) 


In 


x*+xV 3 +1 


4>/3 ^-xv^+l 


两种答案形式小同，实质上是一致的. 

dr 


【1887】 

, 


(1+1)(1+^)(1+分厂 


解设 


A 


+ _ 


B 


Cx+D . Ex+F 


(l+x)(l+x 2 )(l+a J ) x + 1 (x+1) 2 x 2 + l 


•* 一 


x +1 


，通分后应有 


l-ACx+lX^ + lK^-x+D+B^ + lK^-x+l) +(Cr+D)(x+l)!C^ 


+ (£ 2 •十/0(文+1> 2 (^ + 1). 

比较等式两端 a ： 的同次幕系数，得 


x 5 A+C+£=0， 
x 4 B+C 十 D+2£：+F=0, 


x 3 

x l 



A-B+D+2£+2F=0, 


A+2B+C+ 2E+ 2F= 0 • 
-B+C+D+E+2F=0, 
A-fB+D+F=L 




-In 






通分后应有 1=八(分+0：+1> 

比较等式两墒I的问次幂系数 • 













通分后应有 


( 凡 r 十 十 I 十十 （ Ci 十 U)(x^ 十 Zi 十 2 乂 

比较等式两端 *r 的同次幕系数，得 


由此， 


T 


12 



A+C=0, 


A+B+2C+D=1, 

x' 

y + B4-2C+2D=0, 


y + 2D=0. 

:=— +， D=—f 于是， 

仏 fl " 

4( x +3) 4 x +3 

+|/+3:+1 j !_ 

w + 2j + 2) 紐 工 + j )」 


dr 


_ 2 f (2x+2)dz . 8 f cKjt+ 1) 2 f (2x+l)dr 1 f d ( J ++) 

5 J x z + 2 x +2 5 J Cr+1) 2 十 1 T J 2 , _ 1 T J / ^ 1 \ 2 , 


〜 3 J (OH 


=jin P+Zi+f + _|» arctan ( x + 1 〉 — |-arclan(2 j+ 1)+C 

b P+:r+ 岑 5 5 


m. 
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【1890】在什么条件下，积分为有理函数？ 

解设吾+&占+占,通分后应有 

o^+^x+c^A^Cx-n^BxCx-n^ax-n'+D^Cx-n+Ex 3 . 


比较等式两端 X 的同次幂系数，得 


X 3 

X 2 

X * 

X 0 


A + D =0， 

-2 A+B — 0+£：=0, 

A -2 B + C = a f 

B-2C=b, 



由此 ， A = a 十26十 3 f , B =6 十 2 c , C = c ， D = — (a + 26 +3 c )，£ T = fl +6+ c •当 A = D =0, 即 “ + 26+3(=0时，积分 

为有賴数. 


利用奥斯特罗格拉茨基方法，，求 积分： 

118911 I 

解 Q=(z—l) 2 (x+l) 3 * Qi =(x~ l)(x+l) 2 —x^+j 2 —j—1, Q 2 = (x— 1) (1) ^ x 2 — 1. 

设 (x-1 ) 2 (x+ T) 3 " (x 3 -X-1 ) +ITTT ， 从而， 

x=(2Ar+B)(x—l)(j-f 1) —(3x—lXAi^ + Bar+O + CDj+EXx—1 )(j+1) ? . 

比较等式两垧 I 的同次幂系数，得 


X 4 

x 3 

x 2 

X 1 

x ° 


D -0 t 

-/\+ D +£=0. 

A -2 B - D + E =0, 

一 2 A+B — 3 C - D -£=1, 
- B + C - E =0. 


由此， A =— 专， 

f _£^£_= 

J (x-l) 2 (o:+l) 3 

118921 f (? TT 7* 


4 

?+ j ：+2 


0, 


•于是， 


8(x-l)(x+l) 1 


- +1^1— 


x 2 + x +2 


1)( j +1) 2 




+c. 


. 所谓奥斯特罗格拉茨基方法，是徇关于有理真分式 g 的积分，坷以借助代败方法来分离成一个真分式与另 一个真 
分式积分的和，使在新的被积真分式函数中，其分母次数达到*低状态，也即在公式 

Jgf 卜誌⑴ 

中，如果 PCr >, Q (_ r ) 巳知，且设分母 QCr > 可以分解成一次与二次类型的实因式， 

QCr ) = ( x - a )^-( x 2 + Ar 十9)， … • 

其中*•…， m , …是正整数.在公式（1>的右端分母巳知，形如： 

Qi < x ) = Cr 一 a ) 卜 1 … （ x 2 +十 7 )， 1 …， Qz Or ) = (: r — a ) ••• (P + par + g ) …， 

且满足 Qi U ：〉• CfcCDiQCr ) •而 RCr ) 和为相 应比兑 （ x > 和 QzU ) 更低次的多项式，一敝可用待定系数法求 
得.这种利用公式 （1) 求积分的方法.就是所谓的奥斯特罗格拉茨萋方法.详细可以参见 r . iVL 菲赫金哥尔茨著（北京 
大学译） ，黹积 分学教程，第二卷一分册，笫264目. 


《题解》作者注 



提示令 

解 

设 


=( • 并利用 aw 題的结果 . 


(x 3 + l) 2 V x 3 +l 
= (x+l) 2 (x 2 -x+l) 2 , Q ： =Ci=^-fl. 

A^+Si 十 CV , Dx 2 十 £r+F 


(d + l) 2 


( 


y 


, 从而， 


+ 1 ) • x 3 +l 

1 三 （ 2Ar+B) (/+1) 一 3/( At 2 + Rz+O + (D/+£r+F) (J 3 +1 >• 
比较等式两胡 i 的同次幕系数，得 

D=0 f 
->\+E=0. 

-2B+F=0, 

-3C+D=0, 

2A+E=0, 

B+F=l. 


x 3 

j 2 

x' 

x° 


由此, A = 0, B= 


j. 


0, D=0 f E=0. 


•于是， 


I 


dx 


(: 3 + l) 2 

利用 1881 題的結果 . 
dr 


57 ^ nT + lf ^ r ^ £ ^ + + ln ^ fi + i ^ arctan (^ 1 ) 


+C 


_ 


【觀】 j (?+ iy *- 

解 Q=(x 2 + l) 3 , Q 1 =(j z + 1) 1 , <^=^ + 1. 

A^+f^+Cr+DV • Ex+F 


设 


p» 

睡 


►T/ 

■ 


• 从而， 


(a^ + l) 3 I (? + l): 」 • P 十 1 

l = (3Ar 2 +2Bx-fO(^-fl)-4x(Ar 3 4-B^+Cr+D) + (Ex+F)(x 2 4-l) 2 . 

比较等式两靖 X 的同次幂系数，得 


X s 

x 4 

X 3 

X 1 

X 0 


0 , 


= 0t 


-2fl+2E=O f 

3A-3C+2F=0, 

2B-4D+£=0, 

C+F=l # 


由此， A 


0, 


0,F=f •于是， 


| fB = 0 , C=|,D 

f dr _ ^(3^+5) , 3 f dr _ 奴 3:^+5) , 3 _ 丄广 

J (?+ 1 ) 3 _ 8 (^ + 1 ) 2+ ¥ J + T arctarur " hC 

118941 J y+ltw . 

提示本题如不用奥斯特罗格拉茨基方法，可有更两单的方法.事实上，有 

x 2 +2 x +2)-(2 x +2) 


解 

设 


(P+2i 十2) 2 

f=( J z +2x+2) 2 , Q,=Q.=^+2x4-2. 
x 2 


(^+2j+2) 2 


(? t £ t 2) 从而， 


(y+2 ： r+2) 2 

x 2 =A(x z + 2x+2)-2(x+l)(Ax+B) + (Cx-i-D)(j 2 +2x+2). 

比较等式两端 I 的同次幕系数，得 
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c=o, 

-/\+2C+D=l, 

一 2B+2C+2D=0i 
2A-2B+2D-0. 


由此, A = 0, C=0, D=1 •于是， 

f ^Ar _ 1 , f dr _ 1 , f d(x+l) 

J (x 2 +2x+2) i V+2ar+2 J x 2 +2x+2 _ x z +2x+2 J (x+1) 2 + 

本题如不用奥斯特罗格拉茨基方法，则更容易得出上述结果•亊实上， 


f d(x+l) 

J (x+l) 2 + l" 


y+2x+2 


+ arctan( jt+ 1 〉 +C. 


Pdr f (^+2^ •十 2) — （2:r+2) 




= Jc ^ 

118951 J 


(x 2 +2i+2〉 2 J Cr 2 +2x+2) 
d(i+l) f dC^ + ax+Z) 


dr = 


J : r z + t +2 - . 


(2:r+2〉dr 

U 2 +2x+2) 2 


dU 十 1) 
(x+l) 2 +l 


2j+ 2〉 _ 
Lr+2〉 2 _ 


arctan(a:+1) + ^ +2 x+2 + C 


解 Q=(x , + l) ? f Q l =Q 2 =x 4 + l f 

^ 1 _/Ax 3 + ftr 2 +Cr+D\ , ■f^ + /V+Or+H M ^ 

设 (?TTF = ( - FTi - ) + --，从而 • 

1 = (3AT 2 +2ar+Q (y +1) — 4? ( Ar 3 + BP+Cx+D) + (Er* +/V+Gr+H) Cr 4 +1 >• 

比较等式两端的同次幕系数，得 

x 7 £=0, 

/ -A+F=0, 

j s -2 B+G=0 . 
j 4 -3C+f/=0, 
x 3 一 4D+£=0, 

^ 3^+F=0, 

j 1 2B+G=0, 

C 十 H=l. 

由此 , A=0, B = 0, C=-j-» D=0, £=0, F=0. G=0, f /=-| ••于是， 


I = 


i 3 f dx — x , 3 . y+x>/2-H 3 

: + Tjm -： R ? Tn + i ^ f ln 7 : wf + r^r 咖 



+ C 


* ) 利用 1884 題的结果. 


..J ( 0 - 1 )(?+ 0：+1 广 • 

解 g=(x-l)(x 2 +x+l) 2 , Q,=^-»-T+l. Q 2 =(x-1)(x 2 -|-x4-1). 

^ ^r 2 +3x—2 _ / Ar-f-B 、'丄 Cx 2 +Dx+E ,, ^ 

K (x-IKj 2 +i+ 1 > 2 _ U 2 +x+l ) 十 Cr—lKP+i+l )， 从 ro ， 

^+3x-2=A(x-1)(^+x+1)-(2 j +1)(Ax+B)(x-1) + (Cx 2 +Dx+E)(j 2 +x+1). 
比较等式两端: r 的同次幂系数，得 

x 4 C=0, 
j 3 —A+C 二 D=0, 
x 2 >\-2B+C+D+£ ： =l, 
x' A+fi+D 十 E=3, 

-A+B+E=-2. 


x° 
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由此 , A=+ ， B= + ， C=0, D= 




:=— 1 ，再将 f 


5_ 

T 


： -l)(^+x+l) 


分解，可得 


了， 


2 x-n 


(x-D^+x+l) 9(x-l) 9(^+^+1) # 


于是， 


f 


^+3x-2 _ 心 = 5x4-2 


—lK^+x+l) 5 


5«r+2 


3U 2 +x+l) 


I …- 1 卜 +f 


3(?+i+l) 

2x+l 




^+ ： r+l 


dr+ 




2j—11 

TTI+i 

d ( x+ y) 


dx 


5x+ 




3^3 


^3 


3(/+i 

118971 1(7^17- 

Q=<y-1) 3 , Q,=(x 4 -1) 2 . <^=^-1. 

為] v 鹄，其中 

P(j)« Ar 7 +Bx 6 +Cx 5 + Dx 4 + £? + Rr 2 +Gx+H f 


解 

设 


从而，利用待定系数法，解出 A~0, B-0, 


32 


D = Ot E=Ot F—Ot G 


+C,x+D,t 

11 


32 


H 


i4| =0i Bj =0 


C| =0 f D, 


21 

32 


• T 是， 




7j s -11j 

12(7-1) 2 

* > 利用 1883 題的結果 . 

分出下列积分的代数 部分: 

2 + 1 t 


§J 表 


32(y-l) 2 


21 , |x-l I 21 

l28 ln |JTTr64 


°+C. 


1,8981 1(7 


+^+1)* 

P+1 


」 -A^+a^+Cx+D I f A^ + B^+Cu+D,, 

^ - T^TTTx — + J - ?T?Ti - 叔 


** s I 

上述等式右端的积分为非代败部分，因此，只霱要求出 A 、 fl 、 C 、 D 就可以了 . 等式两端求导并通分，得 

•r 2 + l = <3Ar J +2B:r+C)(z < +x 2 + l>-(4x 3 +2:r)(Ar s +Bx 2 +Cr+D) + (A 1 x l +B 1 :r 2 +C l> r+D 1 ) 
• (分+分 + 1). 

2 


比较等式两端 x 的同次幂系败，解出 A 

^+2x 


B=0. C=y , D=0, A,=0, 氏 = 寸， C t =0. D } 


• 因此， 


所求积分的代数郎分为 


6(/+分十1厂 


|1899] + 


dr 


解设 h 


1 Cr 3 +x+l) 3 * 

dx _ ArS+BY+CV + DP+Ei+F, fGx 2 十 Rr+L 




+ x+l 


: P+j+I〉 3 (P+i+l) 2 

对上述等式 两埔求 导并通分，得 

♦ (Gr 2 + Rr+U Cr 3 +x+l) 2 . 


243 


357 


405 


比较等式两端 i 的同次幂系数，解出 A=-|^, C= g61 

G=0, H=__, L=|||. 因此，所求积分的代数部分为 


t D = 


315 

1922 


r —156 r _ 224 
’ E= 961^ F=_ 96T^ 
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486 分一 357^+810/ 十 315^ — 312J+448 
1922(x 3 +x+l) 2 


1,9003 I (xO 

>n r 4^-1 , Ar^+B? 十 C^+ar+E , [ Fx^Gx^ +Lx+M A _ 

解设 J + ?+^Tl 十 j x 5 +x+l 此 

对上述等式两端求导再通分，得 

4分 一 1 = ( 4Ax 3 + 3&T 2 十 2Cr+D) (乂 +j+ 1 ) —(5? +1 ) (Ar 4 + 十 Cx* + Di+E)+ ( fV+G? + 

Hx 2 +Lx+M)(y+.r+l). 

比较等式两端 i 的同次幕系数，解出 A=0, B=0, C=0. D=-l, E=0, F=0, G=0. H=0, L=0, M=0. 
因此，所求积分的代数部分为 一p^qq (全部积分). 

【1901 】计 算积分 L + 2 ^ + ^2 + 2 T +r 

解 Q=x , 4-2.r 3 + 3j 2 +2x+l = (x 2 +x+l) 2 , Q, =Q： 4-x+l. 

设 x < +2_r J +L 1 +2:+l = (：r^tt"fi) +^^1，从而， 

1 云 A(? + j+ 1 > — (2 1 十 1 > (Ar+B) + (Cr 十 D) (x 2 + j+ 1 )• 

比较等式两的冋次幕系数，解出 A=j, B=y, C=0, D=~| •. 于是， 

f_dx__ 2x+l ■ 2 f_dr_ 2x-fl .2 f d ( J+ T) 

J ?+2?+3 乂十 21+1—3(^+1+1) 3 JV+i+l — 3( 乂 +1+1> 3 J ( j+ 丄 ) 2 + i_ 


2x+\ L 4 /2x4-l \ 

= 3TxM^4-D 十 W 朗 肪 ( ~7T)^ a 

【1902】 在什么条件 F • 枳分为有理函数？ 

解 （ 1> 为实败.此时 

ax 2 +2^r+y _g(x—jp) ? 4-2gx 0 (x—x 0 )+gjj4-2jg(x—x 0 ) + 2/^r 0 + y 
(ax 2 +26x+c) 2 a 2 (j:—« r 0 V 

_ a _I 2gz 0 + 2p . gjj +2fix 0 -by 

~a l U-x o y a 2 (x-Xoy a 2 (x-j 0 ) 4 # 

从而，积分为有理函数 . 

(2) 当且 fr 2 — ac 尹 0 时，則设 

a^+2 舡 +y / Ar+B / , Cr+D 

(ax 2 +2&r+c) 2 lar 2 +2&r+c / ax 2 十 26j+c’ 

从而， or 2 + 2^r+ y=A(dj^ +26x+c) — ( 2ax+ 26) (Ar+ B) -f- (Ci+ D) (aj^ +26x+c). 

比较等式两端 i 的同次幂系数，可解得 C=0 , D= 2 ^!T:) fa . 从而，当 ay+c fl =2 飧时 D=0, 此时积分为有 
理函数 . 

(3) 当 a = 0,6 关 0 时， 


(ax 2 + 26x+c) 2 


a ( x+ ^) ( x ^~ ib ) + f ? +2 ^( x+ ^) +y 




浐 f , 备 - 


4ft 2 


4 斗+忐）矽(:+会) 



故当 2p - f = 0 即 or = 2 鲈时，积分为有理函数.这种情况可归并到 ay + ⑺= 2 始中去. 

(4) 当 a = b = O t 时，积分显然为有理函数.这种情况可归并到 V —沉=0中去 • 

综上所述，当沪一沉=0或吖十印=2蛸时，积分为有理函数 • 

利用不同方法，计算下列积分： 

f x 3 , 




(: r-1) 


解 J" (x-l) ,codr= I 


[U-D + lT 


(x-1) 100 


dr: 


1 

3,3.11 

(X-1) 97 

_ 

(x-1) 98 f U 一 l ) 99 卞 Cr 一 l ) 100 」 


dr 


96(x-l)" ft 97Cr — l) 97 9SU~\) u 99(j~1) h 

【1904】 J 奔. 

提示利用 1883 題的结果 . 


+ C 


「 ydr — 1— f d(^) _ 1 

?_1 

一 1 

x l -\ 2 J (x 2 ) 4 -! 8 ，n 

P + l 

T 


arctanCx 2 ) 0 +C. 


*) 利用 1883 題的 结果 . 
x^dr 




+ 3. 


【 1906 】 J^fdr. 


4^3 




+c 


cKx 3 ) 


dCx 2 ) 


»示注意 fr ^ f&=y ( X 3)2 + 1 1 2 <^) 3 + 1 


，并利用 1881 题的结果 , 


MS 


$ 


J <? 7 Ti + t 1(?7 




(^)]* 


=|arctan(^ ) +1 [ | In +^arctan y 界 

(X 3 十 1)* , 1 /2X 2 - 


+ C 


—|-arctan(x 3 ) + ^In x4 _^ + 1 


⑽ (f )+C 


* > 利用 1881 題的结果 . 
【 1907】 J : 1 一 3 


W+3j 4 +2) 


解 1^+^+2)^ = 1 


一州 


( 卜咅 ) dr 一 + ( 卜 A) d ( + ) 


冲十 ♦) 


, 


? + F + 1 




T^) d (?) = -f in (i" fl ) +ln (? +1 ) +c 


= + ln ^b _ln ? £ b' K： . 


【 1908 】 


dr 


— 10 ) 2 _ 


解 f _ 1 r_dCx 5 )_ = 丄 f [Cr 5 — #) —(^ 十 VT^)T 

J (，一 10) 2 5 J [(^-V^X^ + V^)] 2 200 J [(乂 一 yi^Ky+yr^)] 


d(?> 
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两次使用 l = x 1Q +l — ，就可将被积函数交形为 • 



用1713題的结果. 






x € +l 




= J 


X 2 十1 


dr + 


il 


( = arcianr + + arctan(j J > + C. 


【1921】试导出用于计算积分 /,= 关 0) 的递推 公式. 利用这个公式计算 


解«思路首先，注意 


4 a ( Ar ^ *+-6 j -+ c ) = (2 aj -+6) 2 +(4 ac — )=/ 2 + △专 


其中 r =2 aJ +6, 厶•这样，原积分就变形为 

其次，当△关0时•对积分使用分部积分法，并注意—4•经运算即可得递推公式 

f 一 1 2aa:+b . 2 w — 3 2a . 

n (n — 1 M ( fl ^+^ jr + c )’ 1 n—l 厶’卜 

逛厶 = 0 时，易获解. 

解由于4^1(<3^ 2 +61+(>-<20^+6 ) 2 + <4<1« > — ^ 2 > 1 -?+4，其中/*-2<11+6，厶=4虹一^ 2 .于是， 

'• = l (or 1 ^L+<r = I [( 2 ai +««+ 4 ? = 2， '"'a'"'I 

当厶#0时，对于积分 J * 施 用分部积分法，即有 

J (? fe - onfev +2 "J TF ^- TdlP ^\ 辑 ㈤ 山 

(^+^)- -2 ^! (/^ 产 . 

若令 J •则得 l '^ c ?' hy +2n I 一 2 a “+,， 


或 L + 


■ JTTat 


2n 


(TTZr 


• 从而, 


+ 2 n 1 m — 2nA /, 


1 t , 2 f »-3 丄 J 

2 ( n-\)A • 2^ • T 


代人 /,, 即得 


2^ 


2 a 

(4 ^V 


1 {2 («-lM 
_， |2( n-lM 


1 M ( 〆 +△>• 


2 w ~3 1 

2^2 # ] 


A r -»} 


_2 aj +6 

(4 a )" -1 ( ax ^+ Ax + c ) 1 


2 n —3 
2«-2 


dr _1 一 1 2 ar +6 

+6ar+c)-- 1 广 （ n-l)d • (^+6x+c 


DA ( a ^+ fcr + c 〉_ 


2 n — 3 2 a 
Ti -1 • I 


最 后得递推公式 


1 2 ax +6 _, 2/1—3 2 a . 

(n-l)A • (aa 2 十心十 ^: 广一 1 7=T • ^ 1 *" 1 - 


当 △=() 时，则有 






ilax^b^ “ J (2ax+6) z - 


对于 J 3 •△关0,两次运用上述递推公式，即得 
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/ 产 J 


cLr 


2x+l 


dr 


2x+l 


2x+l 


(^+0 ： +1) 3 6(/+:+1) 2 J (^+x+l) 2 6(/+ 工 +1) 2 3Cr 2 +:r+l) 

2j:+1 ,4 /2j+1 




dr 


+i+l 


- 2x+l 
6(/+0：+1) 2 


3(x2+ ： r+l) 3V3 


(^)- 


【 1922 】利用代换/计算积分 


x +6 


=1 


dr 


(x+fl)-(x+6) 1 


(m 及 n 为正整数 ). 


利用这个代换，求 J 


dr 


-2) 2 Cr+3) 3 . 


解设 Pfjf ， 则或心或心 =7^&, 


ci-ty 


及： r+as/Cr+Ws ^ 11 ^ •代人 /，即得 






d / ( a ^ b ). 


将 （ l-r)_“ 
如果 A= 


2 展开，即可分项积分求得 /. 
〜则 


dr 


( x + a ) 1 


(: r+flVu + C . 


令 a= — 2f b 


dr 


{ X - 2 YU + Z ) 


2 及； i=3 •并设即得 

( 7 - f + 3 ~ 0 ^ = ^(- T ~ 31 n | i |+ 3 '- T) +c 


= 忐[-肖- 3 叫货| 


3(x-2) (x-2) 2 


] 


x+3 2U+3) 1 

【 1923 】若 ACr) 为 1 的《次多项式，计算 | ^ 

提示利用泰勒公式 . 

解 由于匕 Cr) 为 z 的 ri 次多项式，故得 


+C 

( x ) 


a ) 1 


P -⑺=宕 

其中 ft 0 》 U ) = P “ a )， 0卜 1. 于是， 

J 如〜 ) j ■是 

=一 g ^ Kx - a )-> + 古以 ⑷ h I r a I + C , 

其中为 P , ( 丈 ) 的首项系数，即 

P» = a 0 (x—a)" +a, (j—a )" -1 + … +a*—, (j — 《!>+“■• 

【 1924】+ 设 RCx)=R- ( x 2 〉， 其中 ！?• 为有理函数,则函数 /?( x ) 分解为有理分式时有什么特性？ 

解 设 i ?* C2 ：) = P ( jr ) + HCx :)， 其中 PCr ) 是多 项式； 若尺， Cc ) 本身也为多项式，则 H ( a ： X ) ; 否则 f /( x ) 

m 尸, U ) 均为 $ 项式 • 

设 CMi ) 有非负实根为 a ?， 其重数为 0 |(£=1，2，".一*负根为一«，其重数为译0^1，2,.”，山二次因式 
为 P + C^jt + I ^， 其重数为6(户=1，2广.，5)，其中 CJ -4 D > <0. 于是， 

54 


^0 

Qi ( j) = <do 

Oo 

Oc 


Cr - a ? )•• 亡 + 以 tr ( / + C 〆 + D , 〉、 

•=1 身 

m ^ 0 

/ ^ 0t 5 ^ 0, 

n ( 工 +K)、n w〆 十 d ， )v ， 

m = 0 

t ^ Of J 7^ 0t 

n(x-a?)-. ]!；^ +C〆 + D A ) 7 , ， 

i-J P-1 

m ^ 0 

f = 0, s 关 0, 

J[(x-a?)-. l][(x + «)^ , 

1 ^*1 

0 

f 9^ 0 f J = 0t 

m 

jX(j-w )，， 

i —1 

m 尹 0 

r = Oti = 0t 

詹 -1 

m = 0 

t ^ OtJ = 0» 

» 

JX(^+Cp + D ,) y ，， 

m = 0 

/ = OtJ 0. 


以下就 Q , U ) 表达式中的第一种情形予以论证 • 

由 C 5—4 Z ^<0 •可得 

:r* -\- C p x l +D, = (j ：* + E，x + F ，） （： r* 一 + Cp = 1 ， 2 •…， 5 ) • 

则此时有 


W 9 

QiCx^J^flo JJ (x — a# ) #l (x+a f )•• JJ (x 1 +^)^Pf (x^ + E^r + F ，） ’ ，（ x 2 —E，:r + F ，> y ， ， 


以及 


HC.r 2 ) 


P ^ x 2 ) 

Qi (^) 


■零 — 

ss 


A . 


A ： 


+ §§^+§§[ 


M.x + N . 


M ^ + N ； 
( j ^- E p x + F p y 


ii-^y U+W 」 fzi^ U +HY ^L(j^ + £ #x + F,) 

然有 《(/> = « ((— I ) 2 )， 由 H ( y ) 的分解式的唯一性，比较系数，即得常数关系为： 

A: ， =iA*j • = — M， : • = A/，: • 氏 3 =0. 

(o =1 ，2,…， a , • I s 5 1 ，2, …， m"j = 1 ，2, …， » • 户 =1，2 •…… “ =1，2, …，爲， 々=1，2, …， r ) 


敢后得 /? U ) = P ( x 2 )4- H (^)-= P (^) + 2 2 A . "厂士 

i -1 t -1 L A 


xV ( fl 4 +xV 




+SS 


M.x + N . 


_ 从— _ 

L<^+ E P X + F,Y~ {J 1 - E p x + F，) •- 


如若 H ( x > 尹0,而 m =0, 但 r #0, 5#0 时，則在上述表达式中就应缺乏第二项的和式，形如 

j ?( x )- p (^)+22 + 22 , 

身 «»i 声 *i fi 

其他悄形可以类似推演，此处不再一一细叙.至于当时，当然有 R ( x ) = P ( x 2 ). 

另外，本题也可在«数域上作分解考虑. 

仍记 f Cr > = PU > + H (: r ), 其中 P ( x > 为多项式，而 Hk ) 要么是零（当 /?• (* r ) 为多项式时），要么是一个 
E 分式，例如 H ( x ) 羊0时，记 H (: r ) = ^^ 是其真分式.巧卜八兑（: r ) 为多项式.若记 Q , Cr ) 在复数域中的根 
为 0 .，其相应重数记为以/=1，2^“，叫显然77!>1),即 


Qi(x)=ao Jf Or 一 a ,) 〜， 
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渾么 a ( x 2 ) 中的每一项 〆 一 a 可分解为一次式乘积 

x 2 — a . =( x —6,)( j +6,) * 

于是， Q 1 (x 2 )=a 0 XI (工 

相应地有 «<^ )= §7?7 = §2 + §§ [( Af + uTa ) 1 ]- 

由 HWh/f ((— a :〉 2 ), 从 HCr 2 ) 的分解式的唯一性，比较系数•即得 

Ai =/\^(灸=1，2，.，攻；*=1，2,…， m ). 

_ 

最后 W 到 /?(0：>=/^>十 mxO = p ( P )+2 g [^^5?+- (6 义7 ]， 

其中红为分母0>(/)的根, a «* 为常系数. 

【1 W 5】 计箅)，式中 r * 为正整数. 

解先将被积函数分解成部分分式之和，我们可以证明： 



寧实上，记多项式/_ + 1的 2 n 个根为 a a =〗，2,“、2 n >, 显然❼ =• 


2 " 


2 ” 


，其中 


于是， 


a k \=\. aj" = — 1 1 a k =a tm ^ 


dkOk 


2cos 


2k- 


In 


设 


A . 


1 + A 


- S 3 


即 


A “ l +?) 


〜 vi 丁 j 

i 4 f ~^ 


I .， 并应用洛必达法则，即得 


a ( i + 户） 


§3. 无理函数的积分法 


利用化被积函数为有理函数的方法，求下列积分： 

1,9261 Irfe - 

解设 7^ =，，则 • dr =2/ d /. 代人得 

| jjjz = 2^ j ^ = 2 j ( l - ^)^ = 2 [/- 1«(1 + /)] + 6 '= 2 ^- 210 ( 1 +>/ 7 ) + ^ 

[1927 J \ - d ^L , _ . 

J 1 +2V^r +>/j) 

解设 & = / ，则 i=/‘，cLr = 6 Pd /. 代入得 


dr 


(1 + 2n/7 十方 ) 


~ e \ /TT-f^TT) = 6 J /o 


= 6( In/ 


—+ ln| i+/j-f J A+d / -六 J 


+/M2/ 2 - 

小 -+) 


- I [+ - 


4(1+/) 4(2/ 2 — 


( 卜 I) 


16 



—t+ 1)—- 

/ 

_ 3 1 r 3 

clan ~-i 

\ 0 (l + /)^(2/ 2 - /+1) 1 2 >/7 ai 

cian f 

>/7 

3. 

4 n <i+^7) 2 (2^J-^7+i) 3 

^=arctan 


4^7 

+c 


arctan 




^ v^r ~ 

"7 T 




119281 ■ 

解设 ■ J / FF 7 = r , 則 《r = / 3 — 2, dr = 3/ 7 d /. 代入得 


计一 f +3 


_5 1 

1 [ —4 ( '二 l) 4 "/: 十 / 十 2 d ’ 




2f+l 


/ 2 十 /+2 


d/ -f J 




15.. 

T ,n(r 


其中 


小 H) 

,,+,+2>_ ^ arcian ( ? ^ 1 ) 


+c, 


119291 j j 


- vAr+1 


^TTT 

提示令 ^ FFT =/. 

解 设 ^ x +1 = ，，则 x = / 6 — 1 1 dx =6/ 5 dt . 代人得 


卜 •十… w -出卷 h 


j _ 

TTY) 


JA_ 


—^ 零 

(l+V^x) 2 1 + 在 


119311 I 


- y^r 


v4r+l + v^r’l 


提示注意 


Vx+\ 十 VX— 1 


- y/^iy 

>-(x-l) 


解 设^ /^ fq , 则广^^心二一^^仏代人得 


yFFT ^ yi^r 


哥 w 





(/-1 X /+1) 3 


^ I [' J (/+l) 3+ 04-\) 2 + 2(r+l) _ 2(/-l)] d ^ _ (7lhv 2 rTT^T ln | r^T | +Cl 

= -|- x 2 —-|- a : v / x T -T + -~-In x + v / x * —1 | + C . 


如果不限制将被积函数化为有理函数，本趑的解法可简中苎 .事 实上， 

fv^FT — v/F=T f (v/^TT - v/^T) 2 [ ( 门 

J J - (x+l)-(x=l) dj - J 。一 ^ 


\/ j 4-1 + v ^ r—T 


<x+l) 


3^pd-r= J (r v^T)^ 


= yx 2 -yx +士 ln | x ++ C . 


【1932】 


_dr_ 

(j+l) 2 (x-ff 


提示令 




解 设 


'f^TT_. ,tn r 3 + l • 6 i T 

―，，则 X= ^T, d ^-(7^ 


〖.代人得 


_dr_ 

( j + l ) 2 (« r - l ) 


命— fj — + 抑- +潛 + c . 


【1933】 


x(Lz 


( a - x ) 


(a>0). 


提示令并分别利用 1921 趙的递推公式及1884題的结果. 




^ ryidr . 代人得 


法 _ r 

V^u-x) J 



- 4 a JoW d/= - 4a Jfe 


- rV 2 + l )(/ 2 +^ V 2+ l ) 


l 2 

dr 

_ 
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=_ f 1 (^-rV2+r^+ ， V2 + l) 一好 

现在分别求上述积分，利用1921题的递推公式，即得 


-/ 72 + 1 ) 2 2 J (/ 2 +/72 + 1 ) ; 


十 a 


14 


It - 42 


4-f) 









I R ixAx—a)^ {x—b)r ]dr 

(式中 K 为有理函数及 P ，< f，n 为整数）为初等函数. 

证当 a = 6 时， （: r - a )+(: r - A>f =0:— a > ▲，則积分显然为初等函数 • 


当时，设=^=^ (关1>,则 


— a — by 




(a —6) 


— 6 = 


一 b 


代人得 


j RL ^^ x ~ u ) i ( x - b ) i ： dx = U - b ) ^ R [ j^ 9 yi ] (1 1^)2 - 


再设石 =/ •则 y = r , dy ^ nt ^ x dt . 从而•上述积分化为 


尺 O, （: r —a>f (j—] dx = n(a-A) J 只 (f=T^) & 


因为被积函数为 / 的有理函数，所以，积分是初等函数. 


求最简单二次无理式的 积分 : 

I1937J 

解 






=+音 in (: r +++ yrriT ?') - yiTPF? + in ( :+ j + yrrpr ?*) + c 







提示令1+工 


并就 l + x 〉0 及 l + x <0 两种情况分别求解. 


解设 l+x = -f T = 


代人得 


当 ar + I > O 0* t ， 


当 i + l <0 时， 


总之， 


• dr = —^» d /, %/ l — x — x z = 


= sgn / 


(由 

i7rt^ +sgru f^?fe 


(1+ j ) 


) dx 


= arcsin 


f 5 ^ 1 ) + [sgn(l+T)]ln 3 + J + 2[ Sg n( J -f 1) 
' V 5 7 2(l+x 


xdj ： 


(1+ x ) 


xdr 


(1+ x ) 


: sin ( ? 5F ) +ln |' 


2(14- x > 

+: r +2 J \ — x ~ 


+ C 4 


3 十 j —2 n /1- j -. 

2<1+ j )~ 


十 C * 


+ (：• 


arcsin 


(1 + 工） 


^ 7 ^ = arCSin (^ l ) +ln 


+c 


3 + J +2 y / l - J - 

2( l + x ) 


+C 


注以后 诸題中 ，出现二次无理式时也会碰到用 sgn / 的问题，可参照1938题及1941題类似地处理.在 
解这类习题时，不妨就开方后取正值求解 • 如无特殊情况，今后不再另加 说明. 


[ 1- x - hx 2 
j v / l + x - x 2 * 


解 


= r (^- x - l )+2 
- J %/1+ X - X 2 


( J_ +) d (' r ~ T) +2 J 


FFTy 


1 — 2a ： rr-r - r 

1—^ 1+J ~ X 


arcsin 




-lx 


- x l - 


\- 2 x 


)+c. 


利用公式 J ^^ dx = Q._,(:rb + Aj y , 式中尸 

为 72—1 次多项式及 A 为常数，求下列 积分： 

11943] f J — dr , 

J 、/\ +2or _ t 1 


+ bx-hc f Pjx ) 为 w 次多项式 


m 


1 + 2 厂 


dr = ( ax z +6 x - f - c ) \/ l +2 x — x 2 +A 


两边对 I 求导数，得 


( 2 ax ^ b ) y/l + 2 x 


+ 6 x + f )( l - x ) 











— ( 了— 丁 1十37) \/ x 2 +4 j +3 —66 In | j *+2+ y / x 2 + 


•这里碰到二次无理式 v / x 2 + l 需引用 sgn / 的问越，不妨设 
















3-2 / 

20 

3x— 5 


7 5 ’+ 5/ 十 ] — ^? ln /+ y + v^ /+ i 


【1950 】 J 


20(x-l) 2 

d 了 


v /« r 2 + 3 x +1 


11 


40^/5 


In 


>/5(x+l)-f2 y/x z -f3xH 

J 37 ! 


(j + l ” vV +2. 


代人得 

从而有 


解设 《r + 1 = 十•则 dr = — 先设^〉0 •则有 VV + 2 x - 

f dx 


- yi-ii 


■ 


f . d/= (a/ a +6f 2 ^ct^e) V\-t 2 +A 

J %/1 — t z , 


dt 


( I + l ” y / T 2 + lx J v / T ^ 

—/ 4 =s(3ci/ 2 +2^/+c)< 1 —z 2 ) —/(a/ 3 +A/ 2 +c/+r)+A. 


71 -/ 2 


比较等式两端 / 的同次麻系数，求得 

r dx 




于是 • 


(x+l ) 1 
r 2 +6x + 5 


+ 2s 


V 6=0 ， f=y, ， =0 ， 


3 

T- 


厂 v/j 2 + 2 j — yarcsin 


+ C 


8( i + l ) 

再设/<0,则答案前一项不改变符号，但后一项要改变符号，因此，毋后得到 


(\x 


3jt 2 +6x + 5 


J (，+ l > 5 vV 十 2 x 8( i + l ” 

其屮 j ：>0 或 x <-2. 

+ j+r 


Vx r +2x- 


T 


arcsin 


|i+l 


T +c 


H 951 J 在什么条件下，枳分 


f < i \ JT z 


r 2 + Aj+r 


是代数函数？ 


解 设 


f “ 〆 + 9 d r « 

J 〆 + A r + r 


(At+H) y/ax l +Aj + f+A 


I 、 HTP - 


do- 


+ Ax+f J y/ajc 2 +6t + c 

b 


从而有 +〜 义 + o = A ( ax 2 + Aj + r ) + ( ax -4 -^")(^ x 4 B )+ X . 

比较等式两端 x 的同次稱系数•当 a 关 0 时求 m 


A 




j 卜 Aab x 一 3ai 办 入 — 8“!c 】 +3a\b 7 —Au( a'c+bb\) 


2a^ ^ ia 2 fA 8a 2 

于足， 当“关 0 R 8 ci 2 c l +3 ci l 6 2 - M a (“ I cr + 地〉 时 , A = 0, 积分为代数 函数； 当 “ = 0 时积分钕然为代数病数 


分解有理函数为最简分式 . 求积分 f 式中 ： y= y^TbTTc 

【 1952 】 1 771^ 


解 


j 一 ]> 2 v/l+2«r — x 2 
xAjt 


一 j (X-1) : 


dx 


%/l + 2x 




dr 


( i - l ) : V \ + 2 x~x 

设 = + , 則 dr= - 士此不妨设 ， >0 , 則有 y/\+2x~x 2 二 


1) v /1+2 j -. 


72 〆 一 


代人得 


xdx 


=： — 


J— 1) ? y/l + 2j ： — . 


J 


/dr 


一 






y^r - 去 in|yf/+ y^nl+c 


【1953】 


f 


yi +2 x - x 2 

一 2(l-j)~ 

xdx 


^ ，n 


72 + v/l + 2 x - x 2 


•r - 


-1) vV -厂 


64 
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dx 


代人得 


(^ + 1)^-1 

解当： r>l 时 • 设 T = sec/, 并限制 0<0 <~?••则 

dx f sectdt 


dr = sec/tan/d/t 工 — 1 = 


■ 


+ 1> VV - 


rl 


l + sec~ 


cos/ . f dCsin/) 
J cos ? / + l J 2 —sin 2 / 


= 2 ^ ln 


当1<一1时，仍设 2 
总之，当 k |> l 时， 


72 十 sin/ 

+ r - 1 In 

V2x+ vV-1 

72 — sin/ 

T O 4 — in 

2^/2 

y/Zx— y / x 2 — \ 


+ c . 


，但限制 ic < r <|^， 经 i | •箅巧获得同样的结果. 


f 


6 x 


+ 2^2 


In 


72 4-7^ 


72-7?^ 


+c 


【 1959 】 J - 


dx 


(1-x 4 ) V1 + 


m 设 并限制一 + 尹 +•則 dx-sec 2 /d/, ^TT 


代人得 


dx 


f sec 2 /df f cos 3 tdt 「 1 —sin 2 / 

J (1 — tan ; /)sec/ J 1 一 2sin:/ J 1 —2sin 2 / Sm 


(1 一 I ，〉 y/jr 2 + 】 J (1 — tan" t)sect 


.. . + — pin 
/l 十 / 4 72 


\/i+? 

n / TT ^- xV ^ 


4a/2 

+C (Ixl^l). 


In 


1 + v ^ sin / 
1 ~>/2 sin/ 


-fC 


【1婚】 J 今 


yP +2 


解 1 I ^ 


(• r 2 +2 )dj 




l ( 1+ ftt) 


dx 




代人得 



+ 2 ) + /,. 


，则 dj =>/2 sec 2 /drt \/^+2=^ 

cos/dr f d(sin/) 


+ 1) a / j 2 +2 


ML 车 f d(sir 

(in 2 / J 1 + si 


arctan(sin, 


(7#?)o 一呼卜 . 


于是，最后得到 


J* J +? dr = in(j-4 - yx 2 4- 2 ) — arctan ( 


+ 2 


)+ c . 


化二次三项式为标准形式，计算下列 积分： 
119611 J dx 


解 


(a^+x+l) y-r'H-J— 
dx 


十 




dr 


[(:+ + ) + +]\/(' r_h 'f ) 2 


当时，设 j +"|~ = f seer ，并限制 0</< y ， UiJ 
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dx 




sec/tan/d/f 


* z +j-1 = 




2 +J+ 1 = T (5sec : 出〉 























对于/ 2 ,设 


代人/ 2 ，得 


= _3^_ 

v /1+3 一 


dt = _di 

yr+zF 3 — 


,^+3 = 


27-8u 2 
3(3-u 2 ) f 


/2 (T+3)/IW = 3 l27fc 


In + C2 


4^6 3^/3-2V2u 


— W ln 


^3( x 2 + x-My + ( x + l ) >/2 
r 3(j 2 +x+l) -(x+1) 72 


+C 2 = 


2 ^ ln 


一了十 1 


+ « r + l ) —( x +1) V 2 


+ C 2 . 


于是，最后得到 


_ dx 

(x 2 -x+l) V 


= 士 ctan [令^ ^ 士 


T + ry - Cx + DV ? 


+c. 


【1965】， 求 J * 


• J U 2 十 2) v ^ F ^: r +5 
解 此蝕与 1964 题均胰于下述类彻的枳分 

f _ Mx-f N _ Hr 

J ( x 2 - f - px +< 7 )* - Jax 1 -¥ bx-\-c 

(参看微枳分学教租 （ r . M . 菲赫金哥尔茨）第二卷第一分汧 55 页 “272 .其他的计算方法”） 

麟 ㈣ 賴 乳城 ㈣ mA 

x 2 +2 及 2 x 2 -2 x +5 中，并令一次项的系数等于苳，求得 


即设 


2c- 


• 从而有 


dj = (7 TT 7 d ^ 


+ 2 = 


3(2P + 1) 
(f + 1) 2 ’ 


— 2x + 5 


_3 vTTT 

■ R+rp 


以下不妨设 /+1>0 .代人得 


(^+2) 


_ 3 ^ C 2 t l 


f +1 

+ i ) y?TT 


d/= il 


(2t 2 + \)^/FTT 


HI 


(2 f 2 + i ) y ?4 T < 


对于右端的第一个积分，设 U = v / FTT , 代人后计算得 




八✓八 9 I r* v I 〆 /% \ 









tt 中 




【1968】 







，珂获得同样的结果. 









【1975 】 J 

« I 


\Ar(j + l) 
+ \4r+l 


y/j(x+l) f Vxix-\-\) ( — 


(x+l)-x 


>/x + y / x + 1 

=J [j7 +x7 —(x+l)T +(x+l)7 ]<Lr = *|~[(x+l)+ +_r+ ]- 音 [(. 
【2976 】 f (x2 ~ 1)dx 


%4r + l Idx 


]+ C 


(I 2 十 1) #+1 


解 J 


(x 2 -l)dr _ 
(x 2 + i) v<?TT 


7 dr 


x 2 - 


f (」+ 】 广 一 f 

J j J 

v <? 


u 2 +i) 


7 dr 


+ 1 

TT ) 




下面我们先考虑积分 J (j + 心 dr • 设 J = tan / ，一 + <f< ■ ，則有 dx — sec z tdt . 代人得 

J ^ 2 -_^Y^fdr= J 1 sec 2 /d/= J (sin*/—cos 2 /)d/—— J cos2/d/*= — |~sin2rf Ci = _+ 


从而 


- i d ( 感) 


w 傾） 1 


i TTT^rf U r^TT：^ = — i arcsin (感) + c . 


119771 \77^b 


dvTTi 

解仿照 1976 题，可得 


+ 1 


1- 


P+i ;dr =r (，- i > 


\) y / 7 T \ 


1 


VcPS 




m) 


m 


：ln 


鸹 + v^w 


+c —鳶 


■ a /2 + y^TT 


+c. 


【1978 】 J 


dx 


VV +2 I 2 — 1 

提示令 —= V / (这里设: r >0 •若: r <0, 則令丄 =— V ?, 最后结果相同）. 


解作代换 ^r=7F ( 这里设 x>0 • 若 x<0 • 则作变换丄 =—VF • 最后结果相同），则 




+ 2 P 一1 = 


y /\^ 2 t-e 


代人得 


J 


da : 


【1979】 


* 1 


Vx > + z ^ = -\\~^~ t -\\ yS ^ F = + arcsin ( 穿) +C 

+ arcsin(^j^)+C <|x|>V^-l). 

J 


^ V 2 
+ l)cLc 


yV+W + l 
(? 十 l)dz 


7 x 4 + x 2 + l 




xdr 


+ i z + l 


J 


dx 


v / x 4 + x z +l 




d ( M +) 




d (?) 


or 2 + + + 以 + 工 2 + 1 

In --- = + C. 


+ 1 


:丄, x 2 ( l +2 j ： 2 + 2 yV + P + l ) 

2 2 + P + 2 vV + x!+l 

【1980】证明 ：积分 

I R ( j : 9 y / ai 七 b ， • Jcx ^ rd'iAx (尺为有理函数〉 

的求法，归结为有理函数的积分法. 

证明思路当 ir 中至少有一个为零时，則积分的求法显然可归结为有理函数的积分法. 


当 a 尹0及 r 尹0时，设 ^/ ax-hb — z , 則 ^ Jcx^d = ，其中 q =丄， A — d ——. 从而，原积分 

a a 

变形为 

)^ dz = J R , ( r , y ^7 Td ^) dz , 

其中尺，为有理函数. 


若 f ,>0 •设 y / c x z z -\- d x = 土 </?7；5+10若4 >0•设 = zu ± v /57 •即可将被积函教有理化. 

从而命題获证. 

证当 a,c •中至少有一个为零时，则积分 

| 尺 (:• >/ ax -\- b ， v/cxT3)(ir 
的求法显然可归结为有理函数的积分法. 

当 a ^0 t c ^0 时，设 /aj 十6 =2：，则 

x= ~ a * <Lr = -^- zdz , ^ cx -\- d = / J ^- z t -\- d —^ = >/ c x d } • 

式中 d ,= d -^-. 代人得 

VcITd ') dx = {^(^-^.2. )-~ zdz = I Ri ( Z9 y/cjV+4 )dz， 

其中尺 为有理函数. 

再设 V^?T^r= 土 V^Tz+tt ( Cl 〉0) 或 = zu ± yd ；( d ^>0) ——欧拉代换，躭可将被积 

函数有理化.于是，积分 

J R (工， y / ar-\~b • \/ cj-f 6 )dx 

的求法可归结为有理闲数的积分法. 

二项微分式的积分 

Jx-( a +^x")^dx , (式中 m ， n 和 fi 为有 理数） 

仅在下列三种情形可化为有理函数的积分 （切比 f 夫定理 

第一种情形•/»为整数.此时令： r= ，，其中 N 为分数 m 和” 的公分母. 

第二种情形，为整数•此时令0+^^ = #，其中 N 为分数 p 的分母. 

第三种情形，为整数.此时利用代换 : aJ ：-"+6=z v ，其中 TV 为分数/>的分母. 

若” =1，则这 些悄形 等价于：（1) />为整数 .（2) m 为整数 .（3) m+/> 为整数. 




计算下列 积分： 

【 1981】 I 

提示令 


解 


设 J ： 


+ • m = 冬， n = l ， P =\ 


m + 1 


= z 2 , 则 x = 


T 

dx = 


n 


+ /» = 3, 这是二项微分式的第三种 情形. 


2 z 


/一】， 一 c^-iy 

(不妨设 Z >0, 以下各題不再说明代入得 

= 一2 


dzf 


(z 2 -l ) 2 


| y ^ d ,=-2| r 7 ! i I 7 d ,= -2{ 


dr 


2 J c^-iy 


= — 


3( z 2 -\y 12 (〆 


( r 2 — l ) 4 

_2 I (r^l)’3(r^l) 1_ i" I (z*-!) 1 


_ _ 


yx /( x+^) J 


l +2 x 


7^?+jln(V?+ v/TT7)+c (x> 0 ). 


* ) 利用 1921 題的 结果. 

1,9821 

提示令 

解 (丨為 〉 2 = J 士 (1 + 山 ' W * T * P *- 2 * P 为整数，这是二项微分式的笫一种 悄形. 

设 j ：* z * ，则 dx ==6 r s dz ，— ,巧―* 2 .代人傅 

I (T+fc djr=6 I cFW dr=6 



dz 


=-|-* s — \ z A ~f 18 z —24 arctang 4-6^^^2 2 ^_ ^ -4--^- arctanz~l -fC 
= —4 x 7 + 18 ii + ^ xT , —21 arctan(xl >+ C . 

5 1 +xT 

) 利用 1921 題的结果. 
xdr 


I1983J I 


v i + y ?" 

提示令 1 +xl =2*. 


解 


设 


vl + 


= « r ( l 十 jt +) +• m =\ t n = 


户 = 一了 


m 


+ 1 


3, 这是二项微分式的第二种情形. 


= z 2 , 则 ar =(**- l>f ， dx = 3 z ( z 2 - l ) Tdz . 代人得 


xdr 


7 l + 沒 


3 I ( z 2 -\ y 6 z ^-^- e -2 z 3 ^3 z -^ C , 


其中 z = y /\+ y ^. 

_ 1 鳥_ 


解 




X 5 ( l - x 2 ) 


m 


n=2, p = — 


m + 1 


2 f 


n 


= 3,这是二项微分式的第二种情形. 



设 (不妨设 了>0>,則 J = y / 1 - z 2 , dx =- 


V \- z 2 


:.代入得 


f ::〜 =一 J ( l - 2 2 ) 2 d 2 =- z +|- Z 3 - yr 5 + C . 


其中 z = VT =^. 


dx 


I1985J J 

提示令 x 3 -M = z 3 . 

解 


yr 


= x °( l + x 4 )- T . m = 0, n = 3, />=-4-» d + pso •这是二项微分式的第三种悄形. 


设工 — J + 1 = Z 3 , 则 x =( r 3 - l ) T , dx =—^( z 3 - l )- idz . 代人得 

J 一 J 六 dr= ?T 7 TT dz 


—-|-* n I * 一 1 I +-^~ln(* 2 +2+1) —^ ： arctan( 

+ Z+1 


2z+l 


) 


+c 


In 


z 一 l ) 2 





其中 2 




119861 \yrn 


解 


yrr 


:=j 0 < 1+0：’）_ 士， m = Ot n= 5 4 1 p —— 

A RUl \ + 工 4 / 、八 、 /V 、 


m + 1 


+ P = 0, 这是二项傲分式的第三种悄形. 


yrr^ 


+ 1) A ( z -\) 2(^ + 1) 


H 7 B — In 

Z+l 

a 曹 ， - 4 , 

ux - in 

Z-\ 

2 at lall2 l ^ « 


其中 r 


C 1987 J - f 


dx 


解 


yr ? 


x v^l + a : 6 

:=x 1 < l + x 6 ) 7. m 




m +1 


0, 这是二项微分式的第二种 


情形 • 


设 ‘，则 z = yrr ^ ( r > o . a ：> o ), x = yp ^ r , 心=/(?一 i >- 去扣.代人得 

^ t yr¥7~ = i" 6 (z+d + 6ud) +«(二 1) + 6(/ +t-+-n] dz 


= + ln 兒 + n ln i+z+1 十点 [ arctan ( ^) + arctan ( ^ )] +Ci 


= Tln 


T^ln 


z +1 ^12 11 z 2 +z+l 2V3 
其中 z = yiri r . 


73 

卜出. b _( 3 ) 十 c ， 


I1988J [ 


dx 




m. 


76 



解- 1 = - m = — 3. n = — 1 • p = —2^ = 2, 这是二项微分式的第二种 

^ 5 / I - 0 n 

^ V 14 ^ 

情形. 设 1+ X - 1 ，/， 则 ： r =( z s - 1广，如=-5/(/ — l )- 2 d 2 . 代入得 

= -5 J z l (z^ — \)dz= —1~2 ： 9 +-^-: 4 +C, 

其中 十士. 

【1989 】\ ^/ 3x - x z dr . 

J 

解 v / 37^ T - xi (3- x 2 ) T . + , n = 2, />= + » ¥ + p = l , 这是二项微分式的第三种 情形. 



设 3 a : 一 2 — 


(不妨设: r >0> •则 
_ ^ x - x 1 


73 


vV + 1 


cLr ~ 一 


373 


z 2 


( s 3 + l ) 吾 


代人得 I 夕31-/ d - r =- yj X7 + Ty dz= 一+ 1 f (7 TT 7 


=-+[> 货 6 + i —( v ) r - 

+^r 咖 


y 


r ^ l ) 


十如 n 兴 


( z+\y 


*+i 


In n -^arctanf — 


(z-H) 3 >/3 


V 万 


) 


+ Ci 


其中 


一 ^3 j -. 


* ) 利用 1881 题的蛣果. 

**) 利用1892题的蛣果. 

【1990】在什么悄形下，积分 J " V^HTFdr ( m 为有理数）为初等函数？ 

解 / Tf ^^^ d + x -)!. 由于；>= +，故由切比雪夫定理知，仅在下述两种情形，此函数的积分 
可化为有理函数的积分. 

第一种悄形，士■为整数，即济 = + = 是,其中*» = 士1，士2,-. 

第二种情形， | + + 为整数，即，其中心=0,士 1,士2, …. 

综上所述，即 得：当 m = f (式中是=士1,士2,…）时，积分 f vTT^cLr 为初等 函数. 


§4. 三角函数的积分法 


形如 


J sin"jcos"xdx (m 及 n 为整数） 
的积分，可利用巧妙的变换或运用递推公式计算. 

求下列 积分： 

【1991】 J cos 5 xdx. 



2 2x)cos2^dx 









解 



d ( J+ f) cos(x4-|-) ^ 

sin 3 (jr-fy) 2sin 2 (jr+ 号 ） 2 



= ^7 + + ln | Un (f + f) + C . 


+c 


* ) 利用 1999 題的 结果 . 

12001] 

解 J = 16 J ^ fe = - 8 J - 2 2xd(cot2x) 

=* — 8 j (1 十 cot 2 2:r)d(c<n2a:)=—ScotZjr 一 ■|•cot*2J ： 十 C. 



[ 2002 ] 


提示：多次利用等式 1 = sin 2 :r+cos 2 x. 

解 I ra, = I J J 



= [ s 」 々士柴 心 + f 

J sirurcos 工 J 


cLr : 


J 


sinx 


dr+2 


彎 


dr 


.sin 3 


dx 


- I d ^ +2 1 


4cos 




(cosj) 


^dr+3 f -r-^ — 4- [ 
s J x J sirurcosx J sin J j ： 

+ 3 j* d(tanj) I f d(sinx) _ 1 

J tanx J sin 3 x 


4 cos 4 


+ 31n I taar 


=—tan 4 ^^^2 tan2x - ^cot 2 j-4-3ln | tanjr | 

120031 JV X 


sinxcos x 
提示： 与 2002 题相同 . 


M [ :-心「 _= f 啤 f 十巧 心 = f 与 “+ f ■ 厂 

J sinxcos x J siarcos x J cos x J sinxcos j 

f d(coso-) , f sirir , . f dr 1 f d(cosx),, 

= _ J ^7^+ J ^ d " + J ^ = w^~J 


y 


+ ln tan 


Y 


【2004】 


1 


xdx— tanj( sec 2 j— l) 2 dx= 


sec 4 xtaardx —2 
_ • 


:taardr+ tanxdo- 


f 


解 














其中 


【2010】 


y/ tanj. 

利用 1884 題的 结果. 
dr 


3^ 


解设 >tani =/ •則 j=arctan / 3 • dj：= ^ydt . 代人得 


f 


壺 =3 隱 


= 11 nw = i[^" ln ^jf aTClan 


2 ^-r 


+c 


1 • (z 2 + l) 2 • >/J 

^ T ln ^? TT + T a, 


2 t 2 - 

~7 f 


+ C , 


其中 t=V 、 


•O 利用 1881 題的结果. 

【 2011 】 推出下列积分的递推 公式. 

( 1> J, = J sin"jdr» (2) K« = J cos’jrdr (n>2). 

利用这些公式计箅 J ' sir ^ dr 和 Jcc 

提示 利用分部积分法， 易得： 

• 蠢钃 參 _ 

sinjrcos 


xdx . 


(1) 


<2) K. 


K ^： 


解 （ 1 ) /„ = J sin"Tdj-= — J sin" 'jd( cost) = — cosj-sin" 1 j+(”— 】）J cos 1 js in"" z xdr 


<n 


于是， 

利用此公式及 h=\dx 

/* = J sin* xdj = 
coso-sin s x 


—1) J (1 — sin J x ) sin " 2 xcLr =—> 
r _ cosxsirT—jr i n—1 r 


十 （ n—DUU — n〉/” 


= x + C 9 即得 




cosxsin s a: 5cosorsin J j 』 5 , 

~6 - 24~ + T /l 


5cosxsin 3 x 5cosxsiru: 


24 


16 


16 


JT + C . 


( 2 ) K m 


I cos’i dr = J cos" 


xd ( sirur ) 


•s^^+Cn-l) I sin* xcos" - 2 xdx - sirurcos"' 
'*x+ (n — —(n—\)K m t 


JT+<” - 1〉 J (1-COS 2 


x)cos^ J xdx 


于是， 




利用此 公式及 K 0 =x+C, 即得 

Kg = J cos* j-dx = sinxcos 7 x4- K 6 = 

1 7 i 7 . s I 35 . 3 , 35 . ,35 

— z-sinxcos x+ 7 ^siRrcos>:r 十 T^smxcos 3 o :十 T^sirurcoso ■十 
O 4o ly^ 1^0 ILO 

【 2012 】 推出下 列积分 的递推 公式： 

dr 


⑴ ，，仏 (2) K -=I 

利用这些公式计算 


cos •: r 


(n>2). 

IA 和 


81 





提示 利用分部积分法及 l = sin 2 j ： +cos 2 J ， 易得 

COSO* t n — 2 


⑴ /. = - 


(n-l)sirT 


f_- 2; (2) K,= 


-2 


(n-Dcos- 


K •小 




— 2 


(n— l)sin’ 


<” 一 1 〉 sin* 


I^z 


利用此公式及 /.-J ^ = ln 


十 c , 即得 


Is 




4 


/3 


r=5 •••= 


cosx 3 cosj 


4sin 4 x 8sin 2 


-■H 


T 


( 2 ) 


即得 


sirvr 1 ^ i _ sirtr A n — 2^ 

~ (n- 1 )cos- +K -* - (n- l)cos- J x + ^ K - 2 * 

利用此公式及 K,-J ^ = ln | tan (-| + -^)| 十 C ， 

Kl = J& = S + l Ks= ••- = S + 2^ + ilS + ^ ln | ,an (f + f) 

为了计算下面的积分，可以运用公式 

I • sinasin^=-|-[cos(a — /?) —cos(o-+^)] ; 

D . cosacosp= y[cos(o+^) + cos(a—/?)]; 


+ C. 


Ill. sii 


y[sin(a —/3) ~f-sin(ff f ^)]. 


求积分： 

【 2013 】 J* sin5jcosjrdj*. 

解 J sin5j ： cosjdj- = -y J [sin4jr + sin6*r]dr= — |-cos4j ： — ： j^cos6*r+C. 
【 2014 】 J cosjrcos2a-cos3xdr. 

M J cosjcos2rcos3j-dr= | cos2.r(cos4 j-f cos2j)dr=-^- | Ccos6j 


)dr++J (1+co 


s4 j)cLr 


24 


sin6*r + —sin2x+ 


8 


16 ： 


【 2015】 J siorsin 专： 

解 J siarsin 专 sir 

1 f 2 • 

= 了 J cos 了 *^ 11 

J ( Sin l^— sin j J ) d r+J ( sin T x ~ sin f X ) dx 


J (cos 音工 - cos jj)sin fdr 

^ x ~\ J cos 专 cLr 


3 7^3 x , 3 11 

■~T4 COS T J+ T COS T + 22 COS T' 

【2016】 J siazsin(j 十 cOsin (: r +6) dz . 

解 f sirLrsin ( x + a ) sin ( j +6) cLr =-|- J 


3 5 

To cos T- 


irur[cos(a — 6) — cos( 2 工 + a + 厶 ）] d j 


82 




=—y cos.rcos(a~ 6 > — I Csin( 3 x+a + 6 ) - sin(x+fl + 6 )]dx 

= ^-cosjrcosCa — 6〉 + 士 cos<3:r+fl + 6 ) ^~cos(jt 十 a~\~b) 十 C. 

I2017J I cos^xcos^&rdr. 

解 I cos 2 <2XCOS 2 6jcLc= J (coscxcos^J ： ) 2 dj=~ I [cos(a - 6) j+cos(fl + 6)x] 2 dx 

= -!■ J [cos z (<2 —^)xH-cos 2 Ca + ft)j+2cos(a —6)jcos(a+6)x]cLr 

= -i- J [2 + cos2(a+6)j4-cos2(a-6)x]dr+y J (cos2ax+cos26j-)dj 

=++ 十 Sl ^ q ~^ r +f 土 2 肛 + 去-2分+ C . 

4 16(a + 6 ) 16(a 一 6) 8 a 86 

【 2018 】 J sin 3 2xcos* 3xdx. 

解先利用三角公式化简 sin 3 2a ： COS 2 3xdx •得 

1 3 1 3.3. 

sin 3 2jcos 2 — — sinl 2r-f -jg sin8j-~ -g-sin6j— — sin4x+ -g-sin2j. 

于是， J sin 3 2 jcos 2 3 jd_r= j^cos 12 j—yI^cosSj* 十去 cosGj+^jcosk —吾 

为了计算下面的积分.可以运用恒等式： 

sin(a — 炉 = sin [(: r+a) — （ T + 沒 )] • cos(a—^)=cos[(j+a) — (-r+^)l. 

求 积分： 

【 2019 】 I sin(x+a)sin(x+6)* 

M f dx __ 1 f sin[(x-fg) — (x + 6)] > 

_ J sin( j+a)sin(x-t-6) sin(a — 6) J sin(x+a)sin(x+6) X 


sin(x+a)sin(x-t-6) 

(: r + 6 ) cos( j+a) 
sin(x+a) 


= sin(a"6)J[^ 
其中 sin(a — 6) 矣 0. 

dx 


]dr: 


sin(a — 6 〉 


In 


sin( j+5) 
cos(x+a) 


+ C, 


120201 I ^U"-f-a)cos(x+6) - 

解 ULd Af 盖 


(I+fl) —(J+6)] 


n(x+u)cos( j+ 厶） 


dx 


cos 

其中 cos(a-6)^0. 

【 2021】 J 


_1_f f cos(j+a) j sin(x+6) 1 , = 

(a —6) J Lsin (: c + a ) cos (: r +6)」^ 


cos ( a - b ) 


In 


sin( j-f a) 
cos(x+fc) 


+ C. 


dr 


« I 


cos(x4-a)cos(x4-6) # 

da: 


cos( j+a)cos(x+6) sin(a 一 


^)f 


sin[(. 


- (x+6)]dx 


cos(x+a)cos(x+fe) 

cos(x4-6) 


_ 1 「「 sin(x+a) sin(x+^> - , _ 1 . 

sin(a —6) J Lcos( j+a) cos(x+6) . J sin(a —6) ° 


cos(x+a) 


其中 sin(fl-6)^0 #> . 

* > 当 a - b = 2 kn U = 0, 士 1, 士 2, …） 时，是更 ft 单的 枳分 ，2019 题及 2020 题与本題类似，解法从略. 


120221 


解 


也一=丄[ 

r 一 s\na cosa J 


…(宁-宁) 


dx 


Dsa J 


+ sin 


•r+i 


2cos 


J+a . x—I 


dx 


83 


2cosa 




x+a 


•r+a 


) 


cLr = 


In 


x+a 


+ C, 


其中 COM 古 0. 

I2023J J 


dx 


cosar + coM. 


解 


dx 


COSJT+COM 


= J — 

sin 


d(x+f ) 


( jr+ y)~ sin ( a_f y 7r ) 


In 


cos(a + 了 it) 

其中 sin ^^ O . 

* ) 利用 2022 題的结果 . 
【 2024 】 j" tanxtan(x+a)dx. 


• X ——7T 

o 

x 一 a 

sin 2 

-L-/^— 1 In 

cos 2 

:r + a + 2it 

丁 i • in 

sirw 

x+a 



cos 2 


+c ， 


解 


.tan J tan(x+ a )d^= | ^ 


dr 


=1 


costcos( x+a) + sinxsin(x4 - d ) — cosjcos(x + a 〉 


= 一 or + cosd 


I COS(J 


cosxcos(j-+a) 
dj 


其中 


+“）• 

sina^O. 

» ) 利用 2021 题的结果 . 

形如 


-1^ 

= -x+couiln| c -^ a) | 0 +C, 


—cosxcosCx+a) 
COSJ ： COS(J ： 十 fl > 


dx 


j Risir^.co^dx (R 为有理函数） 


的积分在一般情形下可利用代换 tan f = t 化为有理函数的积分 . 

(1) 若等式 

/?( — siar , cosjt) = — R( sinj ： f cosx ) 或 R( siax, — cosx) = — /^( sinx, cosx) 
成立，则最好利用相应的代换 cosx-/3J sinx=/. 

(2) 若等式 R( — sirur , — cosj)=/?( sinx , cosj) 成立，则最好利用代换 taar = f. 

求 积分： 

dr 


120251 1 2^ 


cosx+5 # 


解设 /=tan 令，则 sinx= 


2t 


J 2sinx— 


dx 


1 


l + r 2f 
dr 


七 = T ^?. 代人得 




cosx+5 J 3/ 2 +2f+2 ^5 

dx 


3 tan 


V5 


+ C 


【 2026 】f 0 + cosx)sinx- 
解设 /= 邮 | ，同 2025 题，得 


J 


dr 


(2 + cosar)situr J /(3+f 2 ) 




1 + P 


dr 


= J[i 


It 


3(3 + /:) 


d/=4ln|K3+/ 2 )| +C, 


I 


84 



tan ( arc ^ an2 ) -f tan 



^^TT-/ (c+l)-(€-l)r 2 

c(l+f 2 ) + (l+f 2 )cosj+h Vc 1 ^ 
e(l+/ 2 )cosj+(l + / 2 ) 

e+cosi+VV —1 rr^r . . 


e (卜 f 2 > + (l+/ 


_erco 5 x, yc i 兩 _ e + COSJ +y/^Tsinx 

CCOSJT+ 1 CCOSJ+1 

【膽】 

解 1 l + sirT 2 ^^ j ( 1_ l+s\n , J ) dj = J_ Isec^x+w > n , x 


= 0 ： 一 


d(taar) 

1 + 2tan 2 x 



arctan(>/2 taar) +C 


12030] 




dx _ 

x^b 2 cos z 2 ： m 


1 a 2 sin 2 


JT + 厶 2 COS 1 J 


f d(taor) 1 “ /alaar\ . 

Jra^ = 3 aretan (~^) +( 


其中 abjtO. 


【 2031 】 [ t . 

J (a^su 

解 f -- 

J (a 2 sin 2 x+6 2 cos 2 x) 


cos 2 x<Lr _ 

a z sin 2 x+6 2 cos 2 x) 2# 

cos 2 xcir _ 1 f d(atanx) 


7 = il (? 


tanr 


tan 2 ) 2 2Wtan z jt+A 2 ) 2ab 3 


arctan 


(7) 


+ C 


其中 ab^Q. 


^ ) 利用 1921 題的 结果 . 

【脈】 


- 2 (" + f)-T, i 


解 I f I sin ^ + f)^1 

= -^cos(x+f )--^ln|tan(f + f)|-fC 


= - 7 T(siar— 


〉一 i^ n l tan (l+f)l 


+ C. 


I2033J J 


_ dx _ 

(asiar 十厶 coso:) 2 • 


_ dx _ 

(asirur+ftcosj*) 2 


_ 1 f d(atanj+ 厶 ） _ 
a J (atanr+6) 2 


atanj ： 


T6 +C = 


cosx 


a(asinx+6cosx) 


_】 


sinxdx 

1 工 +cos 3 i* 
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2xdx 














* ) 利用 18 】 7 題的结果 . 

[2041] 把分母化为对数的形式，求积分 

dr 1 


卜 

J a si 


dx 


解 

1 


I sin(x + o) 


in^+6cosx* 
In 


式中 cos 9 >= 


sinar+Acosx ^/ a ZJ tlf J sin(i 十 9 ?) ^V+ 6 2 

a b 


(宁)卜 


+V 关 0. 


【 2042 】证明 ： f ° l S | nJ ""rt l COSJ： dr = A ： r+Bln asina*+ 6 cosa-1 +C ， 式中 A ， B ， C : 为常数 

J a sirLr+ 6 cosx 

提示首先， a 及 6 不可能同时为零 • 其次，令 

a x sirtr+^i cosar=A(asiar 十 frcosx) + £3(acosj — bsxnx) • 

比较等式两端间类項的系數 • 可得 A.B ： 

A = aa^ t B= ab^b (^ 十护关 0) , 

a 十 & a 卞 0 

并注意 （ acosi — AsirLr)dr = d(asiru:+ 6 cosx) •命題即 ft 获证 • 

证设 a\ siar + 61 co5x=iA(asiru:4-Acosx) + BCacosx - ftsinx) t 

比较等式两堪问类项的系败，可得 A ^ aa J^ % B= V +W 关 0 . 于是 • 

f ^^^.cosx djgA f ^ + dCasinx-f-^cosx) . A ^ D[n ( as ^ bco5x | +C . 

J asirur+^cosx J J astrur+ftcosx 

求 积分： 

⑽】 JsIS 


解此为 2042 独的特例，这里 




A 


十地 


1-2 

= T+4 = 


+ b 2 —1 + 4 一 了 … 
dr= —f -- |-ln I siax + 2cosar | +C. 




a=\t 6 = 2 * 

ab\ —a\b — 1 — 


代人得 J 編 

C2044J J j 


COSO ： 

dr 


14-4 


3 

T* 


解 1 3 + 5taar~ I 5si 



a x = 0 , 


. 此为 2042 ® 的特例，这里 


5 - B= fr 


代人得 j 3 一 1^ = ‘+ 垚 ln|5siRX+3cOSx| + C . 


【 2045】 J 


sinx+61 cosj 


(asiar+ 6 cosj ) 2 # 

提示仿 2042 題，并利用 2041 題的结果 . 

解仿 2042 题，有 

sinx 十 61 cosj • A f asinx+ 6 cosx 


f ax si 

J Cash 

-L- 


sirtr+ 6 cosx ) 2 
cLr 


siar+ 6 cos:r 


d " =A f(^ 

f d(gsinx ， 
J (asiru+ 


dr+B 


ax+frcosx ) 2 
+ 6 cosx) 


cLr+B 


f QCOsx~ 6 sinj . 

J (asiar+^cosjr ) 2 X 


In 


aa\ +661 篇 
— - rln 

(a 2 +^)T 


tan(f + f )| 


6cosj)Z 

_ ab\ —g\b _ 

(a 2 + A 2 〉 (asinx+ 6 cosx) 


( i + f ) r - 


B 


^siaz + 6cosa: 


+ C 


+c ， 


式中 


A = 


aa\ +bb\ 
a 2 +b 2 


0 ab\ —aib 

B= ^w cos ^ = 


W+fc 2 


sin9= 


y/a z + 6 2 


+ 护关 0 
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(显然 按题意 〜 6 不同时为 零 〉. 
* ) 利用 2041 题的结策. 

【2046】 证明： 

f g \ siar 十 6 ! cosjr + q 
asinx + Acosx+c 


dj ： = Ax + Bln I asinx+6cosx4-c | +C Lw-f6c^7 


式中 A , fi ， C 为常数. 

提示首先及 A 不可能同时为零.其次，令 

a x sinx +6 i cos ^ + r , => Uflsinj +^ cos：r + f ) + B(acosx — 5 sinj ) + C ， 

比较等式两端同类項的系数，可得 A ./ i , C ： 

A aa x + bb\ ab\—a } b ^ a(ac\—a\C 、 —bU?c'—b 、 c) , 2 a 

b = 7 T^", c - ra 5 -利)， 

并注意 (acosj —6 sinx)dT = d ( asirur +/> cosj - + f ) ，备 II 即易获证 • 

证按题意 a >不同时为零.设 

a\ siar 十 h cosj + Ci ==/^( asiar +6 cosj + c ) + B ( acosx ~/> siru ) + C # 

比较等式两端同类项的系数•则有 

A _ aa { +66, n _ab 、一 a、b r _a(,ac x —a } c)^b(bc l —b x c) 

A ~ V+V ， U ~ fC a^Tb 2 • 


代人得 


f —n 。 心 =A r d( “ s m c) 

J asinjr^r bcosj-r c J J cisiar 十 frcosj* 十 f 

/\x-+-iiln i asinar+Acosjr+c | +C j" s | nj .-f^co SJ ^-f* 


+c 


求 积分： 


【刻仏 
解此为 2046 题的特例•这里 


3^ Q 


十 1—4 



2+2 4 

*TT4 = T^ 


p a(aci ^aic)+b(fKi —b t c) (—3 — 3) 十 （一 2)(6 — 6) — 6 

C “ 2 +M 1 + 4 5 • 

代人得 j ^^feo^+-| dj= ■|- r+ T ln 1 sinj * 2cosjr_f3 '"Ij 


dx _ 

2cosx + 3 


3 1 谷 

- - g-*r+ 了 In I siar—2cosx + 3 I - ^-arctan 


l + 5tan 


y 


+c. 


* ) A/=tan + , 积分即得所求 式子. 


[2048] \ 广 — • 

J y/2 +sinx+cosj 

解此为 2046 题的特例，这里 


ai = 1 • 6i = 0 ♦ Ci = 0t a= 1 1 b 


: ^^=Y^=-T* c== -i- 


代入得 


^+^ cosx = T--T ln l^ +si -+~-l -^1 
-^-i^ +sinx+cosx \-^\--Jl—— 


dr_ 

^2 + sinx + cos 工 
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Ax 


■yin I y? + siar + cosx 


(f 一 晋 ) 


= 去 In I V^ + siar+cosj* I — 去 tan (专 )+C. 


120491 Id 


2sinj+cosa: 


lsinx + 4cosx —2 * 

解 本题也是 2046 题的特例，这里 


代人得 




a x =2, =1 • Ci =0 

2sinj+cosx 
3siru: + 4cosx 


2 ； A = f, B 


C= 


5 * 


^^dr=~|- 工一 + ln| 3siru:+4cosar 一 2 I +y | 

y7-h>/3(2tany-l) 

'/T—'/Z ( 2tan 专一 1) 


dx 


+ 4cosa-—2 


=\x - J-ln I 3siru:+4cosx—2 | + ， 

^ ^ 5 %/21 


设 r= tan f, 积分即得所求 式子. 


【2050】 证明： 


j+26i siarcosj+cj cos 2 


dx=Asinx+ Bcosx+C 


f 


dx 


asiar+6cos:r ’ 


J asiar+6cosx 

式中 A ， JhC 为常数 . 

提示首先， a 及 6 不 可能闵 时为零.其次，令 

a x sin 2 x+26i siarcosx-Hcj cos z «rssAcos:r(flsiru:+6cosj) 一 BsirLr(flsiar 十 ^cosir) +C! 

比较等式两端同类項的系数，可得 A.B.C ： 

a 心 q aib^2ab\ " an —aa x 一 2 地 ^_aib 2 +a 2 c\ - 2abb x 
A - 7Ti ?~ - ~, c - («+ 办尹 0 )’ 

命题即 ft 获证. 

证按题意不同时为零.设 

a } sin 2 x-f-26, sinxcosj+f, cos z x=Acosx(asiar+6cosx) — ijsinj(asinx+fecosx) + Ct 

比较等式两端同类项的系数•则有 

aA_bB=2b \ ， C—aB = ai t C+M=q ， 

bc\ —ai 6+2a6| 


从而， 

代人得 


A 


+ 办 2 


ri _aci ^aa x —2bb x ^ a^b 2 — 2abb\ 

B= ~ra 5 ~ ， c= ra 5 


a\ sin 2 x4"26i sinxcosar + ci cos 2 
asinx^bcosx 


—dx=A J cosxclr— B J sinxdr-4-C j* 


COST 


=Asin^ + Bcosx+C 


卜 

J a si 


At 


asirvr+6cosj* 




求 积分： 

【 2051】 J — £Z s^+roC~~ dj - 

解 此为 2050 题的特例，这里 

ai = 1 ♦ 厶 1= 一 2, Ci =3t a= 1 • 6=1* 

_bc\—a\b-\- 2abj _ 3 — 1 — 4 _ 1 n—^ 1 ~ aa » ~266i _ 3— 1 + 4 一 ^ aif/ +a 2 Ci— labb^ _ 】+3 + 4 


a 1 ^ 
代人得 {^ 


1 + 1 1，B a 2 -hi/ 

— 4siarcos:r+3cos 2 a: 


siar + cosj ： 


1 + 1 

dr= 一 siar+3cosx+4 




1 + 1 


fii 


dx 


siar+cosa* 
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dx 


= — sinj-f 3cosx 




=—siiLr+3cosj+2V21n 


代人得 


sm(:r+ 于） 

(2052] f Sin2j :=° 2 :: 2C 。〜 . 

解本题也是 2050 题的特例，这里 

= 1, 61 — — y * c ' =2 * a = 1， b =2 \A 
— siirrco&r + 2cos 2 x 


: an ( 


f)| +c - 




C 


=A 


• sin 、 

_ 


siiur + 2 cosa 


=-^-sinj+ — cos,r4- 


llii 


dx 


dr 


sirur + 2cosx 


= 7 ( sin+ 3cosx) + 


8 


sVs 


In 


>/T+2tan 气 — 1 
>/5 —2tan 专 + 1 


+c 


S / = unf ，枳分即得所求式子. 


[2053] 证 明：若 (a — c) 2 十 6 2 尹 0 ,则 


f _ a \ sinj + 厶 1 cosi _ 

J asin 2 j+26siorcosj+fcos 2 *r 


式中 Aj 为待定系数 A.A , 为方程 


cLr = A 

a-X 

b 




0 (Ai^A 2 ) 


的根•而 


u $ = (a—A,)sinx4-6cos-rt k t = 


a — 


= U2). 


证 记 

a ? sin 7 j + 2 Asim cos j + f cos 2 x= (a— A. )sin 2 j+ 2 厶 sinxcos j +(c~ A. ) cos 2 x+A^ 


--[(a —A, ) 7 sin : j+26(a~A, )sinjcosj+(f~A, )(a—A. 〉 cos 2 j]+A , ， 

A ， 


其中 A.(i-1,2 > 为方程 


-A 

b 


丄卜 的根 . 


由假定 （ “ 一 c) 2 +^ 2 关 0 ，从而，（ <1 一 (0 2 +46 2 关 0, 因此 Ai t^Az. 再设 k,= 


— A. 


/=1,2 〉及 M| = (ci-A.) 


• siar 十 6 cosjt. 由于 （a — 1 ) (c— ) — 6 2 =0 •即 = (a—A,)(c—A, ). 于是， 

Vsin 2 j+26siarcos:r+fcos 2 r = 々 ,[(fl — A, ) 2 sin 2 x+2^(a—A, )sinxcosj+6 2 cos 2 x]+A 4 
==▲•[(« — 九 )sina-4-^cosx] 2 +A rf +A“ 

其次，设 

sinj + 6 |cosj = A[(a—Ai )cosj — 6 sinj] + B[(a —A 2 )cosj 一 6 sinx ]， 

比较等式两端同类项的系数.则有 

— b(A + B)^=a\ t A(a—Ai)+ S(a—h) ， 


( 1 ) 


( 2 ) 


A=— 


ai (Ai 一 A 2 ) + 地 +fli (a 一 Ai) 


6(A,-A 2 ) 

由 （ 1 ) 式及 （ 2 ) 式即得 

a\ sinj+6 cosx 


B~ 


bb^a^a-Ax)^ 
b ( X \ — Xz ) 


a: + 26sinxcosx + ccos 2 


Ja~ 

. f (a~Ai )cosj— 6sinj 
J )sinx+6cos:r] 2 +Ai 

< K d “ 2 


dx+B 


u 


(Q —— A 2 ) cosj —fesiru 
[(a—Ai )sinx + 6cosj] 2 +A 2 


dx 


： «i+A 2 # 

* > 按題意 ，样 0 . 因若 6=0 •則 Ai =a,A 2 =c, 从而， 6 无 意义. 不过，当 6=0 时，仍能化为所要求的类 
似 形式. 事实上，当6=0时， a 关 c •我们有 




a sin 2 j + 26sirLrcosa: + ccos 2 

sinj ㈣ 心 


^ 一 J Q) sinx+6 丨 


cLr 




cosx 


cLr= 一 a\ 


\ 


d(cosx) 


，J 


d(sinr) 


asin 2 j+ccos 2 x" 1 J asin 2 x+ccos 2 x" “ l J (c—a)cos 2 x+a ' J (a-c)sin 2 x + c 

式中 A= —a\ t D = b\ t itj =c—a» 卜 一 ^ 一 f ， “ 】 =cosx, u 2 — siart Ai=fl, A? =f. 

本題也可用下法另征：命 =U — A,)sinj 十 6cosj ，（ = -^7“=1 ， 2) ，代入积分等式 . 然后两边求导 

a At 

整理并比较系数，便可知 A , 必为方程 | a ^ A f t A | =0 的根，相应可求出系数 A,B. 

求 积分： 

【则 f 3-^^^ - 

艚 f 2sinj —cosx , _ f 2siru: 

J 3sin 2 j + 4cos 2 j ^ J 3sin 2 j+4c 


;心一 j w 


COSJ 




一 2 f 織 - 1 一 ( 芫 )- 
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siar+cosx 


4 sinxcosjr + 5 cos 2 j 

解此为 2053 题的特例，这里 < 1 | = 1, 仏 =1,“ = 2,6=—2， < * = 5. 由 |“/ < / ) 
求得 A 丨 =1, A 2 -6, 从肘， 

._ a\ (Ai 一又 2>+ 厶 1 々 +。1 (fl_A，） — 一 (1 一 6> — 2 + (2 — 1> ” 3 

八 — 6(Ai-aV) -2(1-6) & T f 


= A 2 -7A + 6 = 0 


B 


bb\ +a x (a—Ai ) 一 2+1 


MAi-Ar) 10 —15* 

u { ==(« —Ai )siar+6cosj —sinx — 2 cosx .«2 ™<a—A?)sinx+6cosx— — Isinx —2cosxj 


a — . 




— A? 


代人得 


,I • 

_sin. 

. 2sin ? x —4si 


siar+cosj 


4sirLrcosx+5co 


arctanCsiar — 2cosa:) + 


_ , __3^ T d(siar — 2 cosj> f 丄 f 

T J (sinx-2cosx) , + l 10 J 


d(4siar4-2cosj) 
— ^(4sino-H-2cosj-) z 


10^6 


In 


%/6-f 2sinj + cosx 
2sinr — cosj 


+ C. 


【則 


— 2cos«r 


dx. 


解本题也是 2053 题的特例 ，且 

•一 2co&x 


f siar- 

J 1+4^1 


dr 


1 +4siarcx3sx 
这里 ， ai ~ 1 1 6i — — 2 • “ = 1 • 6=2, c= 1 ;A 




― 2cosx 


sin 2 x+ 4sirucosx + cos z x 


dr, 


，义 2 = _ 1; k\= ^ 9 kt = \A = — %B 


代人得 


ui =2(cosx —sinx) f = 2(cosx+sinx). 
nj — 2cosx 


_ 

鬌 


1 4-4siiLrcosa- 


._ 1 f 2d(cosj —siar)_3^ f 2d(cosj + sim) 

4 J — 2(cosx—siiur) 2 +3 4 J 2(cosi+ sinx) 2 一 


= ^ ,n 


■J2 ( sinj-+ cosjt) + 1 1 j 

V3+72(sir 

lt —cosx) 

>/?(siar+cos:r) — 1 4^/6 

V3 —V2 (sir 

LX —cosx) 


【2057】 证明： 

礞 


dx 


Asinx + Bcosx 


(asinx+Acosx)" ( asinx + bcosx )" 


rr + C 


J 


+C. 

dx 


(asinj+Acosj)* 
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式中 A,B ， C 为待定系数 • 


_ _ /} a 

证 “sin^r + 6 cosj= y/a 2 + 6 2 sin(x+a ) ，式中 ^ cosa=—^==p:. 


于是， 


_dr_ 

(asina: + 6cosx) 




sin" (i+g) 


= -(，+m d) - 

sm (x-f-a) 




-(a 2 +6 2 ) 


(x + a) 




(x + a) 


d[cot(x+a)] 


siar 


十，一 a 2 +b 2 
(asinjr+bcosa:) H 


_2 


(a 2 + 6 2 )T 


_ f 1 —sin ? 
i J sin*(. 


一 sin ? (j + a 〉 
sin*(x+a) 


/■= J 


(asinx+6cosx) 


则由上式可得 

. ^T^ s[nj: ~ 


(flsiax+Acos:r) 


g^( 2 诚喘 -*• 


于是， 


(n-I)(a 2 + 6 2 ) 


(n-l)(y+W 


(asinx + 6cosx) < 


f_dr__ Asinx 十 Bcosj , ^ T_ 

J (usinx^bcosj：) n (asinx + frcosi) 11 ’ 1 J (asi 


+_ !Lll _ 

(n-l)(a 2 + 6 2 ) 

dr_ 

sirurT 6 COSW 2 • 




式中 


A = 


(n—l)(a 2 +fr*〉’ 


B ~~ (n-\)U ? ^b 2 ) 9 (n-\)Ca 2 ^b 2 r 


【 2058 】求 J* 


_dr_ 

<sinx+2cosa-) 3 # 


解此为 2057 ® 的特例，这里 


A- 


10 f 


B=- 


To f 


代入得 


2sinj "cosj 
10(sinx + 2cosx) 2 

2sinx —cosj 
10(sinx + 2cosx) 2 


__ 2sinj — cosa: + 1 f_j 

(sinj + 2cosj) 3 10(sinx+2cosx) ? 10 J sinx- 

+ 丄 f ■.. ■j £ . 

10^5 J *in(x+a) 

+ I^ ,n l tan (f^f )| +c 


cLr 

sinx+2cosx 


其中 cosc—^ » sirur= 身， a=arctan2. 

【 205 9 】若 n 为大于 1 的正整数， 证明： 


dx _ Asinx 
(a + 6 cos*r ) ■ (a+ 6 cosx) 


— +B fu 


+ 6cosj)"" 1 J Ca + 6cosj)' 


a| #|M )， 


并求出系数和 C. 


@ 先考虑 ，…. 




(a + 6cosj) — 6cosx 


(a^bcosx ) 1 




d(sinx) 

+bcosar) 1 


= —h- 2 - 




bs\nx 

(a+Acosx) 

bsiiLr 

(a + bcosx) 


— 


sin 2 j 

(a+Acosx ) 1 


E+ 宁 j 以 


一 a 2 ) + (a + 6 cosx)(a — 6 cosj) 


(a + 6 cosj)" 


= 一 , • 一 2 _ 


aG + ftcosj ) 1 


(n-l)(.b 2 -a 2 ) 


= 丄人 - 2 一 


fesinx 

(a + ftcosj)* 


(n-l)(6 2 -a 2 


) f . n — 1 f a — bcosx . 

~ L+ —} ■ (a u-_i dr 

),__ n— 1 f (a + 6 cosx) — 2a , 

” a J (a+ftcosj：)"— 1 J 


姐•游 
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f dj _ 1 f dr _ 1 f_ sinjr _, n — 2 f dx 

J (a + Acosx)" 6" J cos*j b H I («— 1 )cos* 1 t n— 1 J cos” 乂 


) 利用 20 】 2 题 （ 2) 的 结果 . 


求积分： 

【 2060】 J 


siardx 


cosj 


sinjdx 


cosa- 


—d(cosx) 
cosj v2—cos\r 




d(cosj) 

x y^scc^j—r 


d(secj) 

々 seek — 


= 一 In V^2sec-r+ v/2sec*x~ 1 +C= — In 

V2 y/2 


y/2 + 


+ C 


COSJ 


【 2061】 J 


cos 2 x v^tanj 


sin 2 1 , f sir 

j cos 2 x J 一 


利用 1884 題的结果 . 


? xd(tanx) 
v/tana* 


J sin 2 ordC y/faiu- )=2 J (1 — cos 2 x)d( Vtanj-) 


%/iaar — 


Zj2 


In 把卞 1 + 去 armn • > +C («aar>0). 

ta^lr-^/2tS^^ + l ^ lanr—1 


[20621 J 


siiudx 


由于 2 + sin2x= 1 + (sior+cosr) 2 = 3— (sin ： r — cosj) 2 , 


于是， 


siardr 
2 十 sin2:r 


=1 


= 一 1 


sinxdr 
十 sin2i 


-I 


因而， 


sirudx 
r 2 + s\n2x 


>sj~ (cosjt— siar) 
l + (siar+cosj) 2 

d(siar-cosx) 
v/3—(siar — cosx 


d(sinx—cosx) 


=f_S£!fL 


dr—ln(sirLr+coso:+ \/2 + sin2j) 


3 — (sinx —cosx)' 


一 ln(sin«r + cosi+ >/2+ sin2j )• 


1 | r d(sia; 

= Tj 


(sior—cosiV 


- —ln( siar+cosx+ v^2 + sin2j) 


siar — 


arcsin 


~ ) —-|-ln(siar+cosj+ v^2 + sin2j" )+C. 


【 2063】 J 


dx 

(1 + ecosj>: 


(0<e<l). 


解 此为 2059 题之特例，这里 
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(1—€ 2 )(1+ccosj) (1— e ^)T 


(Vr ^ 1 


+ C. 


利用 2028 題 （ 1> 的结果 • 


【2064 】-J 


提示令 


解设 


^- = /,則有一 —— dr 
x — a . t JT 一 a cose 

丨丁 s,n — 

x^a 1 

cos — jcosa 

- 则 dt= ―-—— dx. 


(com 7 ^ 0 ), 


于是， 


sin- 


I r ] dt=- 


x + a 


r+c=- 


(3) 


+ C (cosa 尹 0), 


【2065】推出积分 J 


•=J (： 


dr ( n 为正 整数） 的递推公式. 


解解法1: 


设/ = 




，贝 1 J x=2arctan( tan ~|~ ) ， <Lr : 


4tan 


/ 2 sec 2 


2/(tan* - 一 1 )-fsec z y 


4〆 tan 


由于 


/ 2 sec 2 -|- + 2 /( 1 8 ^ y-l)+sec* f 


4 tan 


J,- 2 


— 4tan 2 (tan 2 "f -1 ) 

_■ ■ ■ • ■ ■■ ■■ 

t l sec 2 -|- + 2/(tan 2 y-l)+scc z y sec 2 y 


一 4 tan 


t z sec 2 *|- + 2/(tan z -y — 1) + sec 2 ~- 


(n>2) 


两端对 / 积分，即得递推公式 / w = ^ M r - 1+2cosa/ ^ _ 


解法 2: 


设： y = 


则: y — 〜从而 • 


= 2 1 T— 


，cosa — C( 
siny 


ina ^sin(y-g) "j” 1 j 

' siny 」 ^ 
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再设 


sin)， 


= cosa/,- 


又 J . 


= 2 rco^rsm(^a)1- 
J smy L s\ny 」 

= __2_ |~sin<3>— q)T j 2 f sin" 
n L s\ny 」 J s 


§5. 各种超越函数的积分法 


证明：若/为 n 次多项式，则 


J PCr ) e ^ Ar = e “[^^ 一+…+ ( — 1广 ^ rr ^]+ C . 

士 = 士/一士卜 

J P / (x)d(e-)=-i-P(x)e--~P / (x)e* r +^-Je^P^j-idr 

^_P^ + ... + ( _ ir ^( i £21 +C 


D-^rr^J-f-C. 


因为 


次多项式，所以，.从而，上述等式括号中的导数到 P ” U _ r) 为止. 
{?/>(:«:> 为 n 次多项式，则 

sinaxr n/ x P"<:> ■ F 4 > (j) 1 , cosazrn ,, 、 P m U) , 尸⑴ （ i 〉 


夸卜卜宇 + 一…] + 7[ P ， (:r) 一^ £4^£ l _ 


尸 （ar)sinfl：r + 


P(x)coMx+ 




上述导数项是有限的，其阶数关 0. 


求 积分： 


12068] 


dj*. 


解 告 ) °+c=^( 夸 - 夸 + 警 - 嘉 )+(：• 

* ) 利用 2066 題的结果 . 

【 2069】 J (j- 2 -2x+2)e-"cLr. 

解 [ (/- 2工+2、-，心〜-平 2 — ^” -气」+ 

%0 

* ) 利用 2066 題的 结果 . 

【 2070】 J j* 5 sin5jdx. 

^ f 5 . r , cos5x/ , 20x 3 , 120 j\ , sin5j/- 4 60 j ? , 120 \ # , r 

解 J x 5 S , n 5 xdx = 一一 「（： S -j + 市）+]^5尤一可 +兩 ） +C 


+ 2)+C 


25 625 / 25 

Ujc 1 


S)+ c - 


= — 宇 (/ 一字 +||| )+ 誓 (5 ? 

* ) 利用 2067 趙的蛣果 . 

【 2071 】 J (l+Wcowdx. 

解 j (l+x 2 ) J cos^dx= J <1+2 /+j 4 ) cosj-dx 

= 8 ^[(1 + 2 ^ 2 4-^)-(4 4 - 12 ^ 2 )+ 24 ]+ 00 ^[( 40 ： 4 -^ 3 )- 2^] 0 +0 
-(21 — 10j 2 + ? )siru—(20x-4x 3 )cosx 十 C. 

* ) 利用 2067 題的 结果 . 

【 2072 】 Jr 7 e Ax. 


m \ 




dx 


= ’ d (?) = je ’（4一午 + 每一+).’+(： 


= 一 yc - 2 ( x « +3 〆 +6/ +6) + C . 

* > 利用 2066 題的结果 . 

【2073 】 J j ' e ^ dr . 

解 j ^ e yT dx=2 f (v^) 5 c 77 d(V7)-2e^ (xl -5 j 2 + 20ji -60j-f-120xT -120) *> + C. 

* ) 利用 2066 趙的结果 . 

【2074 】 J c ^ cos ^ xdx . 

解 Je- cos^^dr- j JV (14-cos26x)dx = ^e«-f Q co S 2^ + 26sin26x •) +c 

» ) 利用 1828 li 的结果 . 

【20751 J c ^ sin ^ xdx . 

提示 注意， (•|^ 必工一 +5;1136^ ，并利用 1829 題的结果 . 

解 | sin 3 6a-dx= J e* 1 sin6*r - ~~ ^~~^ X djr= | e M (寻 sin6x ^-sin36j-) da- 
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* * ) 利用 1829 題的结果 . 


【 2079】 | (j— sirur)Mj. 

解 | (文一 sirLr) 3 dr= J (j 3 — 3j- 2 sinr + 3xsin z x—sin 3 j-)dx 

= ^- + 3 J j 2 d(cosj)4--|- J j( 1 —cos2r)dr+ | C1 ^cos 2 j-)d(cosj) 


=—+ 3x 2 cosj — 





4-3x z cos-r—6 J jd(sirLr) —-|-j-sin2x-|--^- J sir»2jdr +cosj 


= ^-4 - 3x 2 cos:— 6xsiar — 6cosx — ^-xsin2j— cosj — cos 2 j - — cos’ x-fC 

= ^-4- ^-4 - 3x 2 coso •一 j ( 6siru- + -|-sin2j：) — ( 5 cosj-+ -|-cos2x) — ^-cos 3 j+C. 

(20801 J cos 2 Vxdx. 

解设 = f ，则 ： r = / 2 ，clr = 2 fd /. 于是， 

J cos 2 v/，r dr = 2 J / cos 2 / d /= J* /( 1 4- cos 2 r ) d / 

J / d ( sin 2/) = ^- + ~|-/ sin 2 / — J sin 2 /df 

— - y ■ + ~|~/ sin 2 f +^- cos 2 z + C = 寺 + - j >/ xsin (2- yx ) + •|~ cos ( 2 %/ J ) + C . 

【2081】证 明：若 尺为冇理函数•数为可公约的，则积分 

JwW， e --|>dr 

是初等函数. 

证明思路由超设^，心，… ，〜 为可公约的教，故存在一个不为零的实數 a •使有 

a \ =走2。•… 

其中，&，&，•••，&为整数. 

令#=/,即可获证. 

证 按题 意…， ，…， a - 为可公约的数，于是，存在一个实数 o , 使得 

at = k l a 9 a 2 = z k z a t — * a m = k mQ Ca ^ O ), 

其中， &，&，•••，& 为 整数. 

设则户丄 l n/ ， dx =^ dt . 于是， 

a at 

J …， e a Odr =+，•••， 〆 • >字= jV ( f ) d /, 

其中 iT ⑴是 / 的有理 函数. 因此，积分 e Y > dr 为初等函数. 

求下列 积分： 


【 2082】 f 


dr 


(1+eV 


解 


Icr + e 1 ) 2 ^! 


(I+e ')-e: 
(1 + eO 2 




= x-ln(l+eO + 


【 2083 】 J 錶 . 


1+〆 


d(l + e ，） 

(1+eO 2 
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于是 . 72 * I Tfe— 蚪為 - • ln \±i^c 2 —i n ; - 

代入得 f - 7 = J ^ - 7 ==-^( /iTV- yi-^)+i-in (v ffZ: m1 ; - >^I) +c：. 

J /rTF+yr^T 7 2 4 (vT+F-fi)(i+yr 1 ^ 7 ) 

[20911 证 明：？ f/? 为冇理闲数 .W 分母仅有实根•则枳分 f RU ) c ^ dj - 6J 用初等函数和超越函数 

J y-dr*li(e-)4-C . 式中 J 為 

来表示. 

证 因为 R 的分母仅实根，所以仅包含形如的因子(/=1,2,… •/>. 分解 /? U> 为部分分式得 

^)=P<,) + sg^. 

其中为的多项式， A v 是常系数.从而，积分 

\ 尺 d 叫 ^)e-dx+ 

上式右端第一个枳 分显然 是初等函数.而枳分 J 蚵用初等函数和超越函数来表示. 缈实上 •设 

\ (T^v^J L 7 —d,= f^J e * d (F^) = f=7 c， * 

这样•被积函数中分母的次数便降低一次，再继续运用分部积分法 (） 一 2) 次，即可得 

J (x i a ) ； d - r = ^^) + ^/ "(e - • 

其中心 （*r〉 为 o ■的初等函数，技，为 常数. 因此，积分 

J R(x)e-dx= | P(x)e«<Lr+ 公 A” (:>+ ^ ^ A tJ B v li(e— 》) 

是初等函数与超越函数之和. •’ 

【2092】若 P (士 ）=0^^ + …+， 一 ai ，…， a- 为常数，則在什么悄形下，积分 J P(^)e^dx 


为初等函数？ 

解 J 氕仏 = 一卢1 



于是， 


a k e 1 _ a k ▲ _ Uk 

9 (k-\)(k-2) # Ik nT 





•• 勢 • 

— SS 7 T 3 


a k 


( 々 -1) ( 走 -2) … 


oT=7) # 六十 § (k-\)\ J 


e x 


因而•若 S ^ nr = o •即 A + n + ft + … + ^ m = 0 , 则积分 J 尸 （+) 〆 心是初等病数 • 


求 积分： 

I2093J J (l-~ ) ? e x dj-. 


解 [(* — ~T ) e^dx™ J ( 1 一 •^■ 十古 )e'cLr = e* — 4li(e,) — 4 J e J d ( 士 ) 
= e , ~ Ui ( e r )- ye *+4| ydr = c * ( 1-- j )+ C . 

【 2094】 j (l +) e . ， dr. 

解 j (卜士 )< T - dr=_f _ li ( e ”>+ C . 

[20951 

J j * • 


-3x4-2 


蝴 \ j ^= S ^ dj= J g 二 2 f ( V : ii d : = JA dx 

=e 4 J — J ’’:!_([ 1 〉 = e. I i ( f ) - eMi ( e 2 ' • ” + C. 

【 2096】 j ^ e, 


(JT+1V 


解 J (TTT) 7 ^^-l^ d (jTT)^" je ， ?h + I e ， d - 一系 + 〆 +C=S ^TT +C ' 

120971 

m i ( 7 ^ dj = J (^+ 4 ,+ 12 ) e -dx +32 + 16 J 

= e 2 ^(y + y4-Y) +32eMi(e 2, - 4 )-16 | e^d(j^) 

= + ) +32eMi(e2， ' 4 >-^^ + 32 J 

= Y-(^ 2 4*3j-+y-j^_)+61e 4 li(e 2r - 4 ) + C. 

* ) 利用 2066 題的结果 . 


求含有 ln/(a*),arctan/(x) ,arcsin/(*r) ,arccos/( i) 等函数的积分，其中 /(j ：) 为代数 函数 : 
【 2098】 J ln"xdx U 为正整数 〉. 

解 J ln"xdj- = w | In" 1 xd.r= j*ln"a ： —wjrln" -1 j4-n(/i—1) J !n" _2 xdx= — 

=j [ln-j- - n\n^ 1 x+nin~ 1 )in"~ 2 j- - + ( - 1 )■-• n!lar+( - 1)”” ！] + C. 


102 


【2099 】 J 

解 j j- 3 ln 3 jrd-r= y \ In 3 xcKx 1 ) 

= +〆 In 3 j — + Jj 3 In 2 -rdx= +*r* In 3 j—~ Jln J jd(j 4 ) 

ln 3 x—^x 4 ln*j + 音 J x 3 liudr^ -j-x 4 In 3 x— -^x 4 ln 2 jr+^ | lard(x 4 ) 

= +?lh— 咅 ?1 心+垚 yinx-^pdf^Gi^—Ihr’^r+ylnx — y+C. 

121001 j (!n£) 3 cLr. 

解 J (g/ir--jJiAd ( 長 卜-忐 ln*;r++J 安 dx—^lnk-jJWxd ( 各 ) 
= -i lnV -忐 ln ’1 J 笋心 = _ 忐 1 nlj_ + 卜 " ^ ( 長） 

= - 2? lnlx- 4? ， n! - r_ 47 ?lnj ' + Tj^ =_ 2?( lnl ； r+ T ln2 - r+ y lnJ ' + T) +C 

^ 2,0， J I ln[(x+ a )-(,+«-*] 「 + 上 +6 ) . 

« I 心 +am+w] ur^rrl 聲 d W 雙心 

J ln(j+a)d 「 ln(j ： +6 )] 十 J !n(j+A)d [ln(«r 十 a>] 

*ln(x-fa)ln(j- + 6) — J ln(x+6)d [ln(x+a>] + | ln(x+6)d [ln(j+a)] 

=ln( T+a)ln( j- + 6) + C. 


12102] J ln 2 (x+ /TK?")dx. 

解 j* In 2 (j-4- >/l+~r 2 )dx l "-rln ? (j+ V\-\-j: 2 >-2 J : 

= xln* (j+ \/l 十 >-2 J ln(_r 十 ■/\-bx i )d( >/1 + _r 2 ) 

=Jln 2 (x+ v/HT? ■ 卜 2 v /TT7 r ln(x+ v/TT?"> + 2 J <Lr 


ln(x4 - y/\^-x i )dx 


= : rln z ( < r+>/l+?)-2 /l+x l ln(j+ /l+x r ) + 2x+C. 

【 2103】 J ln( y/\ — j 4- x)dx. 

解 J ln( >/l — j -f- y/\ 4-j )d.r : = xln( -/\ — j4- \/l+j) + ~^J 】 y^~~ 


=xin( yi-x+ Vl+<r>+ 


【2104】 [ 


Uu: 


解 


lor 




xlnx 


yrr 


■ 


dx 


jr\njr 


yi+x 2 n/TK 


(l+y) 

[2105] J , rarctan ( j -4-1 ) dr . 

解 [•rarctan(_r+l)dj = +J* arctan(j+l )d (: r 2 ) =+j z arctan (: r+1 > —+ J 


- ln ( r + y /] + T Z )+C 


X 2 


十 2«r+2 


dr 
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2x±2_ 
+ 2^+2 


jdr= -^-jr arctan( 1) — -^- 4 - -~ln(x 2 + 2x+2) + C. 


I 卜 + J (卜 

【2106 】 J -fx arctan -Jx dj：. 

解 I /r arctan /xdx=-~ | anMan y7d(:r 音 ）=arctan 7?—j J 

= y.rT arctan/r-y [ ( 1 - ^ = \ x ^ a^tan /r - y + ylnC 1 -f j) +C ： 

【2107】 J xarcsin( I — j)dj-. 

解 J j-arcsin( 1 — j)dj=| arcsin( 1 — ) 

1 ，，一 J 

~ -x-j 2 arcsinC 1 —x) + 




yi-(l-x) 7 

对于积分 \ / r — dr . 设 1 一 1=/ •則 

J %/ 1 — M — r、 z 

f ^ dr-2 f -^- + 2f 

J >/\ — t 2 d/— 2arcsin/— 2 y/\ —t 2 = -^-v^l *~/ z 4 - arcsin/ — 2arcsin/ — 2 -JX—t 1 


y\-o-xY 

dx = — 




y/2x — jr 2 -- |-arcsin( 1 —x)4*C,. 

2x 2 -3 


于是， 


f 


xarcsin( 1 一 oOcLr 


arcsin( 1 —x) — —x 2 +C. 


【2108】 J a resin /I6t. 

解 j arcsin /rda- = xarcsin >/r — J -^==dar. 

对于积分 f -^=dr , 设 V7^t. m dr = 2/df, 于是， 

J 一 j 

J^#7 d ^ 2 ly^ d ^~ 2 I y= 


/ r ^7 j J . ^ yr^F 

= ~/ yi—t 2 — arcsin/ + 2arcsin/ 4 - C\ = arcsin — y^jr —x 2 +C| • 


因而， 


arcsin >/TcLr= (x~) arcsin -/x + -y 


>/x-J z 


(2109] J j-arcco.s -^-dx. 


解 J 


xarccos — cLr = 

JT 


HI 


arccos —dCx 2 ) = 了 x 2 arccos 了 


-IJ 


Ul 


dx 


=* 2 *x 2 arccos 了一了 （ sgnj) v?~T+C. 


[ 2110 ] J arcsin y-^^dx. 

解 J arcsin f^^ cLr= | arcsin ^^d(j-fl) = (j+ 1) arcsin ^^^一 


sgnd — x) J^pd-r 


= (x+l)arcsin — 2>/7sgn( 1 — _r)+ C, 


其中用到了 
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=-|-x 2 arcuarlnC 1 + x*) — |~jrin(l+x*) + 音 f ^ 

+ I 号 ^ 心 - + J:arctaax H J TT 1 ?^ 


2x 2 dr 

FT? 


iarcta^ln(l+x l )-|^^dx 


x 2 arctanxln( 1+x 1 ) — ^-rlnC 1+X 2 ) +_ 


— ^arctanx+C 


j*arctarur-f--|-. 


arctaar4 - ( arctanx— -j - )[ln( 1 +x 2 ) - 1]+C. 

K 2 U 4] I ^in d ^ r . 

供 J xln 1 ln j 


1 崔 +J ( 卜占 K 


X* — 1, 1+X , A ^ 

丁 U ^ h+C 


I 21 I 5 I j 

m J 仏 + 


(l+x 2 )i 


xln(x+ 


也 = J in(x-f yrr?u{-y=^)= 


J：ln< J+ y/l-f 

yrr? - 


-i 


rr?' 


n /1 + x 2 


— In \/T+x 2 +C. 


求含有双曲函数的积分. • 

【2116】 J sh 2 xch 2 xdx . 

解 J sh z xch 2 xdx = "J' J" sh 2 2x(Lr=-|- 1 sh z 2xd(2x)= — 
^ ) 利用 1761 题的结果 • 


x . sh4x • 
T "32" 


+c 
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shaj ： cos6xda: 


HJ 





1 acosbx^bsinbx^ \ 1 

= T e “ 2 + V — + T 

^ ) 利用 1828 題的 结果 . 


a cosbx — bsinbx * \ r __ achaxcosbx — 6shoxsin^J 

e " ~ ^Tb z ~ +c = ^Tb l 


6. 求函数积分的各种例子 


求 积分： 


【 2126 】 


dr 

JuTkPT 


5? J -rUl + x 2 ) 心 


wfipv 1 … 忐 +§W (去一 nbO dJ 




【 2127 】 


r 

J ( 卜 w 


« r j2dj - f U 2 -l) + \ A = _ f dx f dr 

勝 J (1-t 2 ) 3- J (l-^ 2 ) 3 J (x 2 -}) 1 J (x z -\r 

= _ f __d£__ r_ 2x _3 f dx 

J (x 2 -\) 2 L2C-4KT 2 - \y TJ (x z -\y J 




dr 


121291 

提示 4-Vx = t. 

解设 则 '/x=t i , lfx—t x • dx=6t 5 dt. 代入得 

J „^_ = 6 ji!d£ = 6| ( 卜 rfl - 士 ) d，= 2—3r:+6 卜 61fi(l+f) + C 

= 2Vx~3*yx+6v^x —61n(l+v^x) + C (*r>0). 

【 2130J J j 2 


提示 



=/, 并利用 1921 题的遂推公式 , 


解设〜，则工 =4 .do - 一 71 ^^. 代人得 

J^VS^ = - 2 1(Fw 

— 2 [硕 Tiy + 24(/Vl) … 6(? 5 Vl> + ^* rCtan/ ] ^ c, 

*■ ~^(8j ： 2 4- 10x4-15) >/x(l—x) — |-arctan ^ X ^~Ci 

315 一 A(8jt 2 + 10x+15) v^x(1 —x) + -|-arcsin -J~x 4 - C (0<x<l). 

* ) 利用 1921 題的連推 公式 . 

【 2131 】 I* —^ 2 „_.cLc. 

J ? n/T^ 

解设 x=sinf , 并限制 一 ■•则 cLr*=cosfdr, 代人得 


I 


I ^+2 J ^ = ln| cscr-co«| -2cou4-C 


_ ln l±_ 0 一 二彳 + c 


(0<|x|<l). 


【 2132 】 






提示令 >/l 一 0 ： v!r=t 

解设 =/ ，则 x-(l-/ 2 )y f 如=-冬 Kl-Pr+dr •代人得 


12133] | 


x 5 cLr 

yi+x 2 


V? 


dr= — 


j Jd/=-+/+C=- + /1_ 辜 >/^ +C (0<j<1). 


设 则 X l =t z -l, xdx=tAt . 代人得 

J* ： ^F= 卜一 〜+ ⑽： + 卜 + 一 + 以。 

dr 


\/l +x 2 

【 2134】 J 


^(8-4x 2 +3x 4 ) vTf^+C. 


^x 2 (l-x) 9 
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提示 


令 


解设 


’=《， 则 


7Ti 


t Ar= — 


3〆 


•代 人得 


I ^0-^) = ~ 3 J" /-t+i 61 


(/+1) 2 
f+l _ 2 41 V-r+I 


= -^-ln 


-V^arctan ( "~rr ^ ) + C 


V3 


其中 t ^ 



121351 I 


M 


dx 


yr+ 


dr 


V\+x^x % 


=1 


cLr 


• 4 ^x^+x^Fl 


if 


V (^ + y) j+ t 


一士 In 


， 3+ + 


+C| = ——In 


2+x 3 +2 vV+P + l 


+C. 


注以上实际已设 J：>0 •对于 1<0, 利用 1856 题的方法可得网一 姑果 . 

121361 [ — 7 ^ . • 

j x ^/x A -2x 2 -\ 

dr 


解 J 






= —yarcsin ( 洁 )+ C, - yarccos ( 譯 ) +C. 

⑽】 


解 r i+ r (l 十 y/i^)(\+ 

J i- J\-r 7 J n — ./r^ 


(1 一 /l — xOd 十 /I 一？ 


I 

■ 


一 [2-x 2 ^2V\ 




A _ _丄 


/l 


% 

cLr* - 吾 - j: - 2 J yi—x* d ( 士 ) 
^?--2 f — 

j x i 


v 1 ~x z — 2arcsinx f C. 


121381 J 


(l+x)dx 


解 j 

=1 


(l+x)dr 


=1 




vx+x 2 J (: r+\Ar+)(:r—v^r+x 2 ) 


dx 


•r+j 2 — vx+x 1 ^—x vx+x 1 


dr= — 


一+叫 


: J +2 J \/l + (Vj) 2 d(-/r) + (x+y) - (j) d(x+y) 


= -J ： -j: 2 +VT %/TTx + in(Vx + yi + j)4 - 1 x/x-f j* -+ ln(j：+ + + %/x+x 2 ) +C, 


— ~|~x 2 + ^^ X v / x+x J 十 +ln(2:r+l+2 \/i+x* ) —+ln(x+ + 十 >Ar 十 a: 2 ) +Ci 



= 一士（: r +1); 


5+2x 


•J x-\-x z +-|-!n(x+-|-+ \/x-F?~) +C ， 


其中设 :r>0 • 对于 ： r< — 1 ，同样可获得上述结果 • 但要注意在对数中要加绝对值 • 
【 2139 】 | ln<1+J+J：?)j - 


(1+x) 2 


I 


ln(l 十 j+ j 
~ (1 + x) 

ln(l 十 jt+jt 


」 cLr= - J ln(l + x4~x 2 )d( ^ ^ ) 


1+工 




In ( 1 十 x 

TTT 

ln( 1 + j+>r 2 ) 



x+2 


+ x+x 2 


(tS 

--t-^-lnd-i-x+^J-f-ySarctan 1 ) —In| l+x| +C 


-Y {n TTJT7^ arctan ( 


2j+1 

了 


)+c 

[2140] j " (2j+3 〉arccos(2:r 一 3)dr. 

解 J (2j + 3)arccos(2j —3)dj-= J arccos(2j： — 3>d(x*+3i) 


~\h) dx 


=(j* 十 3x)arccos(2x 一 3) + 


— 2x + 3 


d/ 








对于右端的积分，设 vV 十1=/ 

xdx 


-+ 卜 +ui 


t 4 dl 
~2 


n 


In 


t-V2 

/+V2 


-fC=~- 


最后得到 

J x x/r^+Tln 


dx = 4-Cx 2 + l)T lr 


【2145】“ 


解 


J7f^ ln 


^/T^7 


- V\-x l In 




/FT? 


dx 


= — 


Jin 


7 r 


il 


右端的积分 


i 




x(\-x) 




yi-x^C 

x ( l -： 


-x 2 )(2 - 

- x ) yr = 




xcLr 

7 f ^ 


= -2ln 


r + v ?~ 


+ arcsirur + >/ Y ~ 


尹是， 

121461 J 


\/ l — X 2 \/ l—X 

dr 

(2 + siru:) 2 


： dr= 






不妨限制 一 7 T <： r <7：， 則 







= yIt+7T7—H 


(2/+l)d/ 


(1 十 t+f 2 ) 


?+ tIc 


dt 



(^) + 4(TT7T^ + t[ 


1 十出 

2/+1 , : 
3(l + r+/ 2 ) 373 


arctan 


〶 r 


+g 


= — piarctan 

3^/3 


( 


l + 2tan 


Y 
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) 


cosx 


3(2 十 siar) 


利用 1921 題的速推 公式 . 


yH-2cos Y 


## ) 4<l+r+r 2 )^12(l 2 +/+/ 2 ) = 6(14-r+f 2 ) = T • 


COS 


1 + sin -|-cos -y 

2 X 
COS 了 


J_ 1 -si^+H-cosx 1 撕 

6 1 • " 6 卞 3(2 + sinx )， 


5ior f 1 


解 sin s x+ cos" jt = (sin 4 x+cos* x) 2 — 2sin 4 jtcos 4 x = [ (sin 2 x+cos*x) 2 一 2sin 2 :rcos l j:] 2 — •|~sin‘2 jt 
=( l —-~sin* 2x) — -^-8in 4 2x=-~(sin 4 2x —8sin 2 2x + 8) 


= y(sin 2 2x-4-2y2)(sin l 2x-4 4-2V2) 


32 


(cos4 7 + 4^2 )(cos4x+7 — 4^2 )• 


于是， 


I sin* 


sin4x 


： ^ M32# ^[Kos4x+"5- 


4>/2 


dr- 


f sin4 j 

J cos4x4-7-+ 


dx 


= _丄 f d(co54j+7-4V2) | 1 f 
V2 J cos4x4-7 —4>/2 -J2 J 

【21481 丨一 ^ 


+ 472 

cos4j+7 + 4V2 


d(cos4j+7 + 4>/?) _ 1 ln 
cos4j+7 + 4^/2 Jl cos4j+7 —4>/? 


V\ + cos 


解设 l + cos：r = H t 并限制 Z>0 ， 則 3inx=/ v2 — t 2 9 dr= — 


也.代人得 




dx 


vl+cosx 


71+co.x (F + ^) d< =T-i^ ln fz-； +C 

_L ln ^±^T±CQSX +c 
2V2 41 - a/T+cosI 


12149] J ^ _^^arctaardr. 

解 1 ^^arctanxdx= J ( fl -^)arct 


=florarctanx—fl 


xcLr a — b 


(arctanx) : 



- ^-lnd+j：*) J - ^y^(arctarur> 2 +C. 

【⑽】 }^.n|^|dx. 



=^叫 异 a ) ■胃 + 4^111|异|卜(叫斤||) 

= a (xin|^||-ln|x 1 -li )+^ln J |£^}|+C. 

121511 loiw ^ 


I (1+ 1 ?) 2 一 - j J 卜 - ^nfer+'H^TTfor 

―為十 +J (士 -点卜-為十»+抓 


\nx 


2(l+x 2 ) 

121521 J 


+ -j-ln 


1+x 2 


+ C 


xarctaar 


71 + ? 


解 •[ 


xarctanj 


v/l + : ‘ 


dr= 


J arctanjd( -/\+x 2 


vl ^rx z arctaar — 


I 


dx 


v/l+x 2 


= v\+x l arctaar—ln(x4 - %/1 + x 2 〉+ C. 


I2153l + J 


sin2«rcLr 



sin2a:dr 


d(l+cos2x) 


















121671 J xlxldx. 

解 J xUldr=(sgnx) | x 2 cLr= (sgar)y +C =J： ~-fC. 

12168] J (x+|j-|) 2 dx. 

提示利用 2167 题的 结果. 

解 j ( J 4-U|) 2 dr=|(^ + 2 J ： !x|-Hx 2 )dx=^ • + ?£ ^°+C=^(x-+-|x|)+C. 
* ) 利用 2167 题的结果. 

【 2169】 J (|H-x|-|l-x|)<Lr. 

提示利用 2166 題的结果. 

解 J (U+jl-ll-xDcLr* | |l + x|d<l+x)+J ll-^ldd-x) 

_(1+ j )|14- x |° , (l-x)il-x|° , r 

____ — 卞 — 卞 C 

*) 利用2166題的結來. 



F(x>=r e ^ +, 

U*+c” 


解■恩路由于 e-w 在（一十 oo ) 上連續，故其 尿凾教 F (: r ) 必在（一 oo ,+ oo ) 上连續可微，而且任 
意两个原函数之用差一常数.可求满足 F (0) = 0 的原在教 FU ). ft 知 

i+C,, x^O, 

x <0. 

其中 C ,, C 2 为常数，并注意 0 = fX 0>= lim FCr >. 求得 C ,、 C : 后即 获解. 

HO-O 

解 当: r >0 时 • ]* «•_，_ dx = J e -"< Lr = 一 e ^ + C , , 

当 i <0 时 , J e 〜 dr = JVdr =<+ C ,. 

由于 e _ ul 在 （一 oo ,+«0 上连续，故其原函败 F (: r ) 必在（一 oo ,+ 

间差一常数.今求满足 F (0) = 0 的原函数 FU ). 由上述知，必有 

f Ci t x^Ot 

F ( x ) = 

lc " + C 2 , x <0. 

其中 C X , C 2 是两个 常数. 由于 0 = F (0)= 1^/^1>，即0= — 1十0； 1 =1十(：:，因此,€, = 1,(： 2 = -1.从而， 


) 上连续可微，而且任意两个原函数之 


所以， 


fu)= {7-u 

卜 1 H 二: 


x^Ot 
x<0. 

+ C ， x^Ot 
1+C, 


max(l 9 x z )dx. 


【 2171】 J 

提示仿 2170 题，可求瀉足 F(l) = l 的原在数 F (: r). 
m 仿 2170 题， 

当 I j：| 时， j max(l ,x 2 )dz= J dx=:r+Ci» 

当 ■rSl 时， J max(l ,j z )cLr= | x ? dz=-|-x 3 +C 2 
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当 x < — l 时， J max(l,x 2 )dx= J J 2 dx = yx 3 + C 3 . 
今求满足 F ( l )-1 的原函数 FCx ). 由上述知，必有 


F ( x )=< 


j+Ci t 

— l^x^l • 

+ ： r’+C” 

JT 〉 I , 

+:’+ C ” 

X <-1, 

lim Fix '), 

x -1+0 

即 1 = 1 十 


其中是三个常数•由于 


F (- l )= Ym F ( jt ), 得 一 l = -y + C 3 ，故 C 3 = —了 • 由此可知，有 




Xt _«1 ， 

T J ， + T* i 〉 1 ， 

?— x< —1. 


最后得 


max ( 1 tx 2 )< Lr =^ 

钃 


3 

: r + C , U|<K 


^- + 音 SgILT + C ，| x |> l . 


【 II 72 】 j ^( x ) cLr . 其中为数: r 至其最接近的整数之距离 

撮示仿2170 趙 ，可求满足 F (0> = 0 的原凾数 Fix ), 
m 显然 〆 ■!：)在（一 00, + 00) 上连续，故其厣函数在（一 
函数.由于 

Jx—Wt w^x<Cn+-|- • 

一: r + n +1 ，n + -^-< j ：<[ n + 1， 

I* 

I — 

F ( x ) 


> 上连续可微.今求满足 F (0)-0 的照 


< p ( x ) 


故 


—专 + ( n + l ): r+(X • 1 • 


其中 CdC ： 是两个常数.由 lim F (”+ j ) 得 , d=C •—(” +4")* •故 

•♦ 音 ）-0 L L 

nx-\~C m « + 

专 + ( n +1) j : — ( n +) + C. ， n + -|~< j：<n + l . 




F(i)H 


由 lim F ( o :)= fXn + l > 得递推公式 C.^i + 


显然 0 = F (0> = Co . 由此得 C . = - fn (2 n + l ). 于是， 
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F(x) 


T 


T 


W (2n+l)=^- + y(-r-r,-y)[l + 2( 


x~n 


)], 

n^x<Cn + -|- t 


故 


— y + (”+l):r_ + (2”+l>(n+l) = + 十 +— [1 — 2(1 — ” 一 + )]’ 

记 (x)=x -[ x ] 表数 2 去掉其整数部分 o] 后所剩 T 的零头部分•那么设后得 

F(I) = + + + [(: r)_ + ]{l_2| (:>-j } (_oo 〈 r< + oo). 

| ^(x)dx =y + t[ ( x) "T ] ( 1-2 1 <x) ~T K C ( 一 °°< 工 < +00 >- 

【 2173 】 j" C-r] I sirmxl dx (ar^O). 

解分别求出在区间 [0,1),[1,2),[2, 3 〉，上满足 F(0)=0 的原函数 FCr > 的增量如不 
在 [0 ， 1) 上 • f 0 • sinwJcLr^Ci • F(l) — F(0) = 0s 

在 [1 ， 2 )上•一 [ siniwdj= Icosiu • 十 C 2 • F(2) —F(l) = — » 

J X It 

在 [2,3) 上 • 2 f sinTTjdr= - —cosicj + Cj f F(3) - F(2) = » — 

J K H 

在 [O] •:] 上 , (_ 1 ) w [x]J sinicxcLr-<-l) w [x] (- 士 ) cos WJ +Q, Ul , 

: -l) W [x] 


F(x)-F([j]) = 


(cosk[x] — costtj). 


从而，对于工 >0 ,得到 

J L-r] I sinn.r| F( j) + C 


t 一 i 、 W 「 T 1 

[F(] > —F(0)] + [F(2) 一 F(1 )] + [F(3) —f 、（ 2)] + … + -- (cosir[ j] — cosizt ) +C 


=上 + ±_± +… + 


2(0] 


—+ ( 一 ]〉’ ■ [,] ( cosictx]- cosirj) + C 


[x]<[x]-l) , (-1)W[ X ](-1)W (-l)W[xlcos7rx 


+ C 


l>] 


( O] — （ 一 1) [, 1 cosxx)+C. 


—IxKi 


【21741 [ /(x)d^ 其中 fU)=\ * X 

J W-UI ， Ix|>i 


解 当 UI<1 时， J/(:>dx= J (l-xOdr-x-y+C, 
当 1>1 时 • JV(*r 〉 cLr= J (l-|x|)dx=x- £ ^- + C 2 ； 


当 x<-l 时， JV(i>dj= f (l-|x|)dx=x- £ ^+C 3 . 


今求满足 F(0>=0 的原函数 F(or) •利用 F(0)=0, lim F(x) = F( 1) , lim F(z) » F( - U ， 仿 2171 

+ 0 x— - 1-0 

题，可得 
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F(j)=-s x— 


•rUI 




x>\ 


x\x\ 


于是， 


I f(x)dx = 


X_ T +C * 


UI<1 


x—^-^-f--g-sgru: + Ct |x|>l. 


— oo<X<O f 


【 2175 】 JV(i) 心，式中 /(■!：)=■ i+l, 0<x<l 


2x, l<x<+oo. 


解当一 oo< ： r<0 时， j* /(:r)dr= J d:r = j ： +C| j 
当 0<j<] 时 • J /(x)cLr= J (j+ 1 )dr= t + jr+Cz I 
当 l<x< + oo 时 ， J /(x)cLr= J = 


今求满足 F(0) = 


0 的原病数 f •(: r >. 利用 F(0>=0, lim F(x) = F(0) 

x-^0-0 


lim F(:r) = F(l) • 仿 2171 越 

r^l+O 


可得 


— oo<x<0 


F(x)=« 


+ Xt t 


x+Ct 


一 ooO<0 


于是， 


J/(i)d ： r—t + i+ C ' 


0«1, 


I 2 + ++C, io< + 


【 2176 】求 ]^ 广 (1) 心 . 


• R 


(x)dx = 


J xd[/ / (ar)] = x/ / ( J )- J / / (x)dr = x/ ， (x)-/(x)4-C. 


【 2177 】求 jV'Uddr. 


解由 / b 〉。 } • 于是， 


fix ) = J/ # (x)dr=| ^ ： =2v^+C. 


【 2179 F 设 / (sin 2 or) — 


，求 /(x). 


解由 / 7 (sin 2 x) = cos 2 j ： = 


^ 1 — 


得广 Cr> = l — 二于是 


/(x)= | /’(x>cLr= J (1 —x)dx=jr—( W<1>. 


12180] 设广 （ lax) 


, 0<x<l. 

• l<x< + oo f 


且 /(0〉= 0 •求 fU ). 


提示令 \nx = t . 

{ 1 # — oo«0 ， 

于是 

C 1 . 0<f< + oo. 


•(:)= JV( 


， — oo<a ： ^0t 


j)dr : 


e x +C: ， 0 <x< + oo f 


其中 C, 是两个 常数 . 由假定 /(0)=0, 得 C, =0. 再由 /(:r) 在 x=0 的连续性知， /(0)= lim /(:r >, 由此 


得 （： 2 ^= — 1. 于是， 


/⑺ 




— oo<x<0 
0<J< + oo. 
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第四章定积分 


§1. 定积分是积分和的极限 

1° 黎曼积分 若函数 /(■!■) 在闭区间 0,6] 上有定义且^1 =々<6<> 2 <>_<;=6，则数 

/ ( x ) cLr = lim ^ /(6>紅， ， Ar < = :… 一：■ 〉 ⑴ 

^ 49 RM» I A*- I —0 1-0 

称为函数 / U ) 在区间 [>，« 上的积分 •• 

极限 （1) 存在的充分必要条 件为： 

ir-I _ ^-1 

下积分和 D m , Ar , 及上积分和 S = L M t Ax . 

• ■0 —0 

当 lAr , l - o 时有共同的极限•其中 

m , = inf /( Jr ) 及 M , = sup fix '), 

* i + l x, ♦ I 

若等式（丨>右端的极限存在，則函数 /(•!：) 称为相应区间上的可 积兵數 （常义的），例如 ； （i )连续函数 I 
( II ) 具有有限个不连续点的有界函数 〆 《|>单 调有界 的函数，这些都是任意有限闭区间上的可积函数.若函 
数 /<■!•) 在闭区间 0,6] 上无界，則它在 0,6] 上不可积（常义的〉. 

2°可 积条件 函数 /( h 在已知闭区间 0,6] 上可积的充分必要条件为成立等式 

• t -1 

lim y ] to , Ax , = 0 , 

-o ㈡ 

式中站为函数 /(X) 有闭区间上的振 《. 

【2181】 把区间 [一 1,4] 分为；!个相等的子区间，并取这些子区间中点的坐标作 自变燉 $的值 （1 = 0, 
1,…， n -丨）. 求函数 /( dsl + j * 在此区间上的积分和 S B . 

解每个子区间长为立，第 I •个子区间为 （一1 + & —1 + 2 +立>,其中点$. = —1 + (* + + ) 去. 

n n n n l n 

于是，所求的积分和为 

S -=§ { l +[- l +0 +|)|]}A = i|g (: + +)=12+. 

【2182】 把所给区间分为 n 个相等的子区间，求下列函数 /( x ) 在相应区间上的下积分和&及上积分 

和 

(1) fU )= x i (-2< j <3)； (2) /(^)=>/7 (0 <x <1) } (3) /( x ) = 2 x <0< j <10). 

解 U > 把区间 [一 2,3]” 等分•则每一个子区间的长为且第 f 个子区间为[一 2 + iA , —2 + 

( i + l )/ i ]“ = 0， U …，；1一1〉.若令 m , 及 Af . 分别表示函数 /( or 〉 在第 f 个子区间上的下确界及上确界，则因 
/( x )- x 3 为增函数，所以， 

m f = ( — 2 + iA) 3 ， M a - = [ —24-(i-f 1)A] 3 (i = 0 ， l ， 2 •…，”一 1>. 

ir-l ir-l 

于是， S .= S 爪 • Ar ,= X ) (-2 + ihyh 

#»0 


这里的和 f ⑻ 称为积分和. 
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2 fc -l 


(27-1) 


— .-o 2* - 1 n(2"? — 1 ) «-0 u 1 — I, 

【21831 把闭区间 [1,2] 分为 n 份，使这分点的横坐标构成一等比数列 "，求 函数 /(x〉=/ 在 [1,2 ] 上 
的下积分和 . 当 n-oo 时此和的极限等于 什么？ 

解设^ = 9或2 = 9•，分点为 1= V < V < V < …<9_ = 2.由于 /( x ) = ? 在 [1,2] 上为增函数，故下 
积分和为 

t-o i-a i«o q 1 v 32 一 1 


limS^31 lim ^ - =31 lir 
— ^32 一 1 •- 


r _1_ = 31 

--^6+^8+74+^+1 一？ 


* ) 原超为 “使这 ” 份的长构成等比教列”，现根据原题答案予以 改正. 

【2184】 + 从积分的定义出发，求1 (1%+以)山，其中 * r , T ^4 为 常数. 

解 /(/)= Xb+W 在 [0 •丁]上为增函数（丁>0). 

* = ~t m 9 = Vo ^ igh . M .= Vo ^( i+\)gh (!• = ()• 1,2 •…•”一 1 ) 


ir^I tn I 

于是， S 1 = ^ (认 +igh)h = nuyh + gh 2 ^ i^WoT+^-j- 

• 卜0 ^ 


n(n—\) 


«， 


所以, 


S：= 2 [iA J +(i+l)^]/ l = ^T+^ + ^. 

因为 lifnS * = limS * = x ^ T + , 

所以 • ( vo-\~gOdt = VoT - h ^- p -. 

以适当的方法分割积分区间，并视积分为相应积分和的极限，计算下列定 积分： 

【2185】 j ' dr . 

解题思路 由亍 /( jt )= j : 2 在 [—1,2] 上连续，故所给的定积分存在，且它与分法无关，同时也与点疙 

的取法 无关. 本題将[一 1,2]” 等分，得子区间的长 , 并取点 e = -l + i 7 i (i = 0, 1,2, …， ”一1)，这种和 

的极限就是所求的定积分.以下各超如无特殊情况，不再说明定积分的存在性，直接对区间分段并取点忘， 
作和求极限. 


解将区间 [ — l ，2] n 等分，得力=土•取6 = —1 +认（1 = 0，1，一 1). 


作和 S -= S (-\ + ihyh = nh-2h 2 2 I + /. 3 2 ,2 = 3 +^^. 

• •0 1=0 

于是， limS w =3. 

tr^oo 

由于在 [—1,2] 上连续，故积分 PcLr 是存在的，且它与分法无关，同时也与点的取法无关■因 
此，上述和的极限就是所求的积分值，即定积分 


x l da ：-3. 


[2186] J:〆 心 ( a >0). 


提示 当 a ^\ 时，将 [0, l ] ri 等分，得 ；1 =丄，并取点在 = i 7 i G = 0, l ,2^", n —1). 同时利用541 題的结 

n 

果.当 a =\ 时，定枳分显然为 h 

解 当 a 參1时，将区间[0,1>等分，得人=丄•取 H “ = 0,1,…，”一 1〉. 


作和 

于是， 


艮=2 


-D 


n ( a ^ 一 1〉 


limS # = lim 


即 




(“关 1), 


当 CI «1 时，积分显然为 1. 

【2187】 sirudr. 

解将区间[0，号]”等分，得 = 盖•取 6= i 7. («=0,1，…，”一 1). 


作和 


由于 


2 AsiniTi. 


sini/i 


2sin y 


( 


^- cos 2 i ± 


u )， 


所以， 


2sin 


T 


S ( cos ^ A - co .^) 


2sin 


T 


( CQ S + 


2” 一 




最后得到 


limS_ = lim ― ( 

It .OO • ft 


In — 


h 

Y 


\n 


An 


- x ) = l . 


即 


JN 


sinxdr= 1, 


【2188】 J: 


cos/d/. 


解将区间 [0， ar ] n 等分，得 h = i •取芑 =ih (* = (M •…， n —1) •与 2187 鲅类似•可得 


lim V]厶 cost* = lim —— ^-r- ( sin ~ 


2sin 


立 

A 丄 • 2n—1, \ 2 [ • r 

' hsm -2- h ) = l l ^—hi Sin 2-n 


(2 n — l)x 
~ Yn ~ 


]= sin - r . 


即 


cos/d/ = sinx. 
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【2189】 J : 


(0<a<6). 


提示将 [ a ,6] n 等分，设分点为 x 0 = fl < nO 2 <>•<;= 反并取6= 
解将区间0,6> 等分，设分点为 

Xo =a<a ： i =b. 

取色= y / x t Xj ^\ (*•= 1，2,…，71 — 1). 显然6 € [; ，；中1]•作和 


(1 = 0山2 


^ W 

s .= S 


TT , x x ^ 


二) = 2(士—士)=士- +• 


于是， 


即 


limS. -- 


L 与 ++• 


【2190】 | x'dr (0< a <6; m 尹一 1〉. 

提示选择诸分点，使它们的橫生标构成一等比数列，即 

1 < a ^" =6, 

其中 ，升取 I . = fl 9'( 1 = 0,1,2 

解选择诸分点，使它们的横坐标构成一等比数列，即 

a < Mq < Mq 2 <^“〈 aq ' - ' < aq m = h $ 其中 q --芯. 

取忘 (，’ =»0，1，2 •…•”一 1)， 作和 

S. = 2 ( 叫 • ） "* ( 叫 •+* - 叫 —1> g V n< ， ci_+ 1 (< ? -1>^^ 


f - 


=( 浐 f 


由于所以 • 

lim & =(^^ 1 - a^ I )lim 


( b ^ l - a m ^ x )\\m 


f 一 


+1 m + 1 


二 ::; <T 十矿 •* + 

^ - 

I 2191 J £ — (0< a <6). 

解同2190题的区间分法及点取法，得和 

S, = 2 ( 叫 0 1 ( 叫 … 一 ag')=/*(g— = — 1). 

由于 lim^i = lna ( a >0) (可用洛必达法則）， 

r — 0 I 

命 a = f ， 而+是趋于0的变员，应用这一极限即得 

IimS . = limTif - 1 ) = In 立 • 

!•-•«> \ V fl J U 

即 「生 = lnA . 

x a 

【2192】计算泊松积分 ln(l — 2 acos ： r + a 2 > Ar . 考虑两种悄形：（1> | al<l 
提示分解多項式 a 2 ”一 1为二次因式. 


(2) |al>l. 
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- 1 ). 


解因为 （1— M ) 2 <1 —2 aCOS ： r + a z ， 所以当 M 尝1时，被积函数是连续的，于是，积分就存在.把区间 
[0, ir ] 分成〃个相等部分，即有 

2 ln(l—2aCOS ^+a*)=-^-ln[(l+a)* JJ (1 —2acos-^ + a 2 )]. 


另一方面，我们可以证明 


^■ — 1 = (/2 — !) JJ (l — 2/cos ) 


事实上，方程 / 2 • — 1 = 0 共有2” 个根，记作 


f€l tC2 


1 fCl tCz 


其中 


及 


于是 


e , ― cos 


^ nc 
e . =cos —一 

ft 


sin - 


in 


( i 2 = - l ). 


t 2m — l = U^l)U—l) Jf (/—€,)(r—c, 


— U z — \) J 7 (/ — cos ~ —i sm —) (/ — cos —+ i sin —)=( f 2 —1) JJ (1 — 2 /cos ^ + ^ )• 
i*i h h n u #-i ^ 

当 /= o 时，利用上式就可把表成下面的形式 

s -十[究 

于是， （1) 当 UI <1 时 ， limS , = 0, 即 f ’ ln ( l -2 acosj + fl 2 )dj = 0. 

(2) 当 | a |〉 l 时，把 S , 改写成5, = 27^|。|+令 ] 后•由于把，从而，!土民 

*=27 rln | al ，即 J ln(l —2 acosj + a 2 )dx = 2 icln | a |. 

【2193】设函数 /( i ) 及 #■!■) 在 [ fl ,6] 上连续•证 明： 

lim 2 f ($,)< pC0 .) Ax ,= f /( x )^( x ) dj . 

fIMA J AM i J 1^0 』 • 

其中 x ( < e < j： # >i 1 (*»0，1， …， n -1)， 

且 Ax % = x ^\ — x . ( x 0 =at x n = b ). 

证因为 /(•!：) 及 pU ) 均在 [ a ,6] 上连续，所以，它们的乘积 / OrkU 〉 也在 0,6] 上连续.因此，积分 


J */( x )^( x )< Lr = lim 

』 • «•* | | - H ) •-€ 


( 1 ) 


存在.由于 /( t ) 在 [^ 6 ] 连续，故有界，即存在常数 iVf > 0 , 使 |/ Cr)|<M 又由于 #： r ) 在 0 , 6 ] 连 

续，故一致连续，因此，任给 e >0, 存在^>0,使当 maxlAr . lCd 时，恒有 


从而， 


|^.)- y ( e ) l < M ( / l Q) (« = 0，1，”.，”一1). 

W—I 产 1 

I S [/(6)9( 试）- /( 在 S |/(6)1 • lp(ft)-9(6)l • Ux.l 


<2> 


t -0 


M (6— a ) 

IT - 1 


lAr . I = e . 


由此可知 


lim 2 [/(^ ) -/($ ) 9 >( 6 .)] Ax ( = 0 . 


( 2 ) 


•=o 


由⑴式和 ( 2 ) 式，齩后得到 ? f (, x ')< p (, x )^ j ：= lim 2 

J • «»• I 气 I —0 .-0 

【2194】证明 ：不连 续函数 / Cr ) = s gn ( s in 工)在区间 [0,1] 上可积. 
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证首先注意，函数 /( x ) = sgn(sin f ) 在[0，1 ] 上有界•其不连续点是 



并且， /( x ) 在 [0,1] 的任何部分区间上的振幅⑴ <2. 

任给 e >0 .由于/( ㈠ 在^"含 • 1] 上只有有限个不连续点，故可积.因此，存在7> 0 •使得对 [ f 的任 
何分法，只要 maxlAr '. lC *?， 就有 〈十 •显然，若 0，/3] C • 1 ] ，则对于 [ ex ，#] 的任何分法，只 

I 

要 maxldjr ', |<7,也有 < 十 • 

1 

令汐=11^{+， 7 }.现设0 = 1 0 <： 1 ：,< … < 1 . 〈〜,〈… <厶=1 是[0，1]的满足 max \ Ar.\<S 


的任一分法，设 A 。 ^ 


IT -1 

由上述，有2从仏<"|••又 m 然有 

2 to. AJ.<2 2 Ar,<2 y = y. 

^•0 i m 0 


故 


由此可知 

于是， /(： r ) 在 [( M ] 可枳. 

【2195】证明：黎曼函数 


WW • 

S 




•o 

S 


§ 

Ax f + 2 oj, Ax ( <e. 




• r 为无理数， 

x *— ( m 及 n ( n > l > 为互家的整数) 


在任何有限 K 间上可积分 

证为简单起见，我们只考虑闭区间[0，1](对于一舣的冇限闭区间[«2,6],可类似地讨论 之〉. 

命 A >0 将区间 [ CM ] 分成长度 Ar .< AW 若干邱分区间，取任意的正整数 iV , 将所有的邢分区间分成两 


类：把包含分母的数&的区间列人第一类 ， ffn 把不包含上述数的那些区间列人第二类.对于第一类, 

71 


由于满足条件的数2只有有限个，个数记为灸=心，所以，第一类区间的个数就不大于21而它们长 

TX 

度的总和不超出2从:对于第二类，由于在这些区间内除含有无理数外•仅能含 n > N 的有理数=■，而在这种 

n 

有理点上, 〆子）=士<士 •所以 n , 小于士. 

这样一来，和数 f 叫厶 工, 就分成两部分，分别估计它们的值，即得 

•«o 

2 Z ^ r ,<2 ^,vA + -^. 

对于任意给定的 e >0, 取定一个 iV > i , 然后取于是，当 A<3 时，必有 

6 4々 n 

yi co, 厶： r,<e ， 


lim 




△ j ,=0. 


故 
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所以，函数 9( x ) 在 [0,1] 上可积 • 


【 2196 】 


证明 ：函数 ^ 在闭区间[0，1]上可积. 

I Of x=0 


证首先注窻•函数/( X)在[0，1]上有界，其不连续点是 

A 1 1 1 1 
0，2 • 3 • 4 • * /I f 

并且， /(>r) 在[0，1]的任何部分区间上的振幅 

任给 e >0 .由于 /( x ) 在上只有有限个不连续点，故可积.因此，存在 7>0,使得对 [: 专，1 ] 的任何 
分法，只要 maxlAzv |<7 ,就有乏 f • 显然，若 [a,/?]C：[f , 1] •则对于[>,〆]的任何分法，只要 

I 

maxi Ar, 丨 < 1 ；，也有 g>/Aav< 

令 5=min( 专.7) •现设 0 = io<:i<m<*r.<:m<>••<:■ = 1 是[。，1]的满足 max|Ar, I <d 的任一 

•••I. 由上述•有 


分法.设~ 


又 M 然有 


2 w •紅 <+• 

••• 0+1 

2 w •紅< S Ar .< 夸. 


故 


由此可知, /( d 在[0，〗]上 可积. 
121971 证明： 狄利克饼函数 
提示注意0；, = 1. 


2 似紅 = 2 U ). Ax .+ 2站紅 <«• 
卜 0 

w -\ 

lim /] w t 


为无理数， 
为有理数 


在任意区间上不可积. 


证在任意区间 04] 的任何郎分区间上均有从=1,所以， $] 

i^O 

/(• r > 在 [< i ，6] 上不可积. 

121981设函数/(1>在 [ ad ] 上可积，且 

/•(:r) = sup/(:r) 


△ x .=6 它不趋于零.因此，函数 


其中 




(6— a >(* = 0， l ,…，”一 1171= 1，2, …）. 


证明： lim J /.( x ) cLr = J /( j -) dx . 

证明思路注意 /•(•!*) 是不超过 （ n + l > 个不连读点的阶梯*數，因此，它在 [ a ,6] 上可积.于是，有 

|| /.( x ) cLr — J f ( jr)dr j < J |/„( x ) ~/( x ) | dj . 

从而•命題易获证. 

证 AU ) 是不超过 《+1 个不连续点的阶梯函数，因此，/,(: r ) 在 0,6] 上可积.于是， 

| £ /.( j ：) cLt — | /(oOcLr 丨 < J - 


即 


= Sj", 1 l /“ x )—/( x )| Ar < sj, 1 w ' dj= 2 ( o . Azi ~* 

lim J /»(x)dx= J f(x)dx. 


(当 


max 


I Ax ••卜 


b~i 


-0 时）， 
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【2199】 证明： 若函数 / O ：) 在 0,6] 上可积，则存在连续函数 ％ U )( n =〗，2, …）的序列，使得在 a<c 
<6时 

| /(x)dr= lim | ^- (jr)dx - 

证将区间 o 泌>等分，设分点为 


即 


W 

—« + —<6— a ) (1 = 0,1 ，•••，?!）• 


在 Ar ” =[ a ^ ，#>]上令 和 U ) 为过点 m 〉]&(>;_> ,/ U °°)] 的直线，即当： 

^(x)=/(x.^,)-f LfU mt ) - /(xW)], 

•Af -^1-1 

则和 Cr > 是 [ a ,6] 上的连续函数，因此，它是可积的. 

若令及队 00 分别表示函数 /(： r > 在 [ xA . x 00 ] 上的下确界•上确界及振幅，则当 *re 
• r ”> ] 时， 

从而， I 外 （ jt )—/(: t ) |< a •■⑷ • 

于是，当时， 

11 /(jr)dj— J <p m (x)6j ： I < I |/(x) —9)»(x) |dx< J |/(x) —^(x) |dr 


] 时，令 


~ 2 f L, l/(x)-9a.(x)|dr< 2 wi m 

• - I J ^1*1 •-» 

由于 /( ar > 在 [ a ,6] 上可积，因此，当 maxUx ：-> I 


6 一 


r? 

E 


—0 时，必有 


0, 


由此可知 Jycx ) dr = lim £ f ,.( x ) d j - («<^). 

【2200】 证明： 若有界的函数 /(: r > 在闭区间 0,6] 上 SJ 积，则其绝对值 |/( x ) 丨在 0,6] 上也可积，并且 

| J :/(:) dr |< J : |/(:〉| cLr . 

证明思路设/及 or " 为区间 [A , ] 上的任意两点，則由 

| l / Cx ) | - |/(^) | | < l / Cx ^- ZCx ") I 

可知，函教 |/( x )| 在[工，:^,]上的振^不超过 / U ) 在该区间上的振幅叫，因而， 

•T 1 tl 

y ] a ;,* Ax k ^ 2 ca , 

••*■0 ••o 

即*數 |/ Cr )| 在 [ fl ,6] 上可积. 

其次，由一丨/00|</(0：)<|/(1)丨，命题易获证. 

证对于区间 0. ,: r ,+,] 上任意两点 /及: r ' 总有 

|/(x )|-|/ Cx ")| |<|/(^)-/(^)|, 

所以•闲数|/(* 2 ：)|在[>,，^ +1 ]上的振幅 V 不超过 / Cr > 在此区间上的振幅妨，因而， 

『I h 

( o * AXi ^ ^ ah Axi -^ 0 ^ 
i -0 i — 0 

SPI / Cr )| 在 [ fl ,6] 上可积. 

其次，因为 -|/ U )|</( x )<|/( x)| f 所以， 


: |/U)|dr<JV(x)dr<J* |/(x)|dx. 
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即 || /(x)dx j < I |/(o:)|djr. 

122011 若函数 /(i) 在闭区间 O, 6 ] 上绝对可积 . 即积分 l/U>lcLr 存在.这个函数在上是否 


为可积函数？ 

提示不一定可枳 • 例如，函數 /(i)= {」;= 


为有理数， 

为无理数 . 

解一般地说，不 . 例如，函数 

为有理数， 

为无理数 . 

l/u>| = i, 它在 0,a] 上连续，因此，它在 0,6] 上可积 • 但对于函数 /(t) 而言，在 .6 ] 的任一部分区间上 

认》 2, 所以， 


/ U ) 




•• • 

y ] ohAx,=2(b—a)^ 

• _0 

它不趋向于零.于是，函数 /(J：) 在[ a ，6]上不可积• 

【 22 0 2 】 设函数〆 *r) 在闭区间 [A.B] 上有定义并连续，函数/(I )在[>,幻上61积，并且当时 
A</(x)<B. 证明 ：函败 sp [/(x)] 在 0,6] 上可积 • 

证任给 c〉0, 根据函数〆: T) 在 [A,B] 的一致连续性，存在7>0,使得在 [A,S] 中长度小于 7 的任一 
闭区间上，函数的振 W 都小于用 表 〆 J：) 在[/\,抝上的振幅.由 /(:r > 在 的珂 积性知，必有 

衣>0存在，使对 [ a ,6] 的任一分法，只要 maxlAr.lCtf , 躭有2 • U.(/) 表 /(or) 在 [a ,x, + l ] 
上的振 W). 

下证对 [>,6] 的任何分法，只要 fnax|zLr,|<A 就有 

^-1 

2 < oA < p ( f >) Ai $ <€. 

•«o 

亊实上，将诸区 NO,,A +1 ] 分成两组，笫一组是满足从（/><!7的（其 F 标以“广’记之），第二组是满足 
站（/)彡7的（下标 以“广 记 之〉. 于是， 

2出.（9(/》紅 = （，(/)>紅 .+ ^ a > r (< p ( f »^ r < 2 ^' j ) S ^ X| * 2 * 


但 


i»-l 

结〉 J] <w,(/)Ar, = 2 a;, (/)Az t -+ ^ ov(/) 紅 - >7 d. 


于是， 2 w(y(/))Aj,< 2 ^^_ Q) (^-a)+n ^ = g. 

由此 SJ 知，？ 在 0,6] 上可积 . 

【2203】 若函数 /(x) 及 pU) 可积，則函数 /1>< 工 >] 是否也必定可积 ? 

0 ， x=0 ， 


解题 思路不一定可枳 . 例如，轟数 /(x) = j/ 

题的结果 . 


x ^ O . 


9(x) 为黎曼函数 （ 麥阅 2195 題〉. 并利用 2197 


解 不一定可积 . 例如，函数 ’ 及 〆 :r) 为黎曼函数（参阅 2195 题〉. 它们在任何有限 

11 ， X9^0t 

区间上均可积（前者不连续点仅为原点一个，且是有界函数，因而是可积分 的 〉. 

但 /0(1)] = ； ^(: r), 利用 2197 题的结果得知，它在任何有限区间上不 可积 . 

I2204J 设函数 /U) 在闭区间 [A ， B] 上 5J 积，证明 ：函数 /Cr ) 有积分连续性，即 

lim J |/(x+/»)~/(x) |dx=0* 
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其中 0,6] C ：[ A ， B；K 
证证法1: 

不妨设 A < a , 办 < a 由于 /(X) 在 [ A ， B ] 可积，故对任给 e >0 •存在 7 〉0,使对 [ Ad ] 的任何分法，只要 
max | Ar , 丨 〈彳， 就恒有 

^ a }. Ar ,<“ 

« 

M 然，对 LA , B 」 的任一子区间 [ A ',#] 的任何分法，只要 max | Aivl < 7 •也有 

2叫 (/) 么 " < € . ( 1〉 

I 

今设 0</ i <5= min { 号，则对于/»，存在正整数 ;i = n (/ i >, 使有 a -^ (2 n ~ 2) h < b< : a + 2 nh < a ~^ 
(2/ i + l )/*< B •用站表 /( oO 在 [d + M , a + (« + 2)； i ] 上的振铋，则 

J I /( j -+ A ) —/( x ) Idr ^ J |/( x + A )—/( j )| dr = ^ J 一 |/(j f /») —/( x ) | dr ^ oa /» 

= ~Y 2 oj 2,2/ i ++ 2 机 + i 2/ i . 

••—0 X ) 

w -1 

显然， 2 w 2-2/ i 是对于区间 [ a ，“ + 2 W 」 的分法 a<a + 2/ i <“ + 4 A <0"< tf + 2 nA 所作的 （1) 式中的和，而 
<02,^\2 h 是对于区间 [a + / i，<a + (2”+ l )/ i ] 的分法 a + A<a + 3/ i < a + 5 AO "< a + (4 1 )/i 所作的 （1) 


式中的和.故 



•r-I ^-1 

2 CU2. 2/l<C€t 2 妨 , — 

• -0 卜0 

从而， 

I/<X+/|)—/Cx) |dx<Y + Y = c. 

由此可知 

Jim J |/(j: + A) — /(x) Idx^O. 

同理 0] ■证 

Jini J |/<j:+A) — /(x) |dx = 0. 

于是 • 

lim|/(x+A) — /(x) |dx = 0. 


证法 2: 

由 2】99 独的结果可 知：对 于任意给定的 e >0, 由于 /( i ) 在 [ A , B ] 上坷积，故存在上的迮续函数 
炉⑺,使 

|/( x ) — 9 >( x ) | dr <-|*. 

由于 〆 * r ) 在上一致连续，故存在 5>0, 使当 k '-/|<5 (/ e [ A , fi ], ，€[>\,0]>时，《有 

于是，当 IM <5 时，. 

•L I’( J + 办) 一’( i ) I 心 < J I /( j + A ) — 9>( x 4-/ i ) i dr + J | 9 ：( j +/ i ) — ^ p ( j ) | dj + J | fix ) —< p ( x ) \ dx 

I / ⑺一 9 s ⑺ 1 心 + J ly(-r + /»)~~y(-r) ldx<2 ~f~ + 2( 二 ^) 〈办 ― = g . 

故 j " l /(* r + 厶 > _ /(* r ) |dr = 0. 

【2205】设函数 /(•!：) 在闭区问 0,6] 上可积，证明 ：等式 

J :/ 2 Cr ) dx =0 

当且仅当对属于闭区间 [ fl ，6] 内函数 /( x ) 连续的一切点有 / Cr 〉= 0 时方成立. 
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证先证必 要性： 

采用反证法•设 /( i ) 在点 * r 。 连续，但/( I 。）邦，则存在《>0,0。一 ^ r c +(| C [>，6]， 使当 

| 7 ⑴ 丨〉!^. 

从而. £ /» U ) dx ^ r 23= Sf ， ^ Xo ) >0. 

这与假设 f / 2 U>dr = 0 矛盾. 

再证充 分性： 

也即要证， /(： r ) 在上可积条件 F •假设 /( x ) 在一切连续点 _ r n 上均有 /(办）=0, 则必有 

J * 尸 ( j)dr = 0. 

证明分两个部分.第一，首先要指出当 /(* r ) 在 0,6] 匕可积时， / U 〉 的连续点在[>，6]中必定是稠 密的. 
此处所谓“稠密”性 是指： 对于任意区间0, 刃 CO ,6], 总存在一点: r c €[ 0 •幻•使/(•!■〉在 X 。连续.第二，利 
用假设，并借助于稠密性，可证得充分性. 

现在先证第二部分：由 /(•!：) 在上的全体连续点 X 的稠密性以及当 x 。 EX 时有 /( x 0 ) = 0 的 假设. 

ir-l 

即知，对于区间 0,6] 的任一分法，均可适当地取:使 /( f ) = 0 •从而积分和 Y / 2 ($)^,=0. 


由此，再注意到 / 2 ( D 在[>,6]的可积件，便冇 


I 


Um 2 / 2 < e .>^.=0. 


如今再补证第一部分：应当首先指明•若 /( r > 在[«• 〆 ]上可积，则对任给的 e >0, 总存在[ 0 . 〆 ]的子区间 
[ a ， ,/? / ], 使得振幅 

c ( a ' ， 〆 ><£• 

事实上，如裝上述结论不成立存在一个€。>0,使对于[ 0 ，抝的任意分法，有 

2 yi ^-r ^CoCjg—c)>0* 

# f 

这与/( X 〉在 [ CM〆 ] 可积矛®，因此，结论 为真. 


今取 O ，/?] 为 「 fl | ，& ]• 由于 /( JT ) 在 O 


b \ — a t 




a \ 


] 上可积，故存在区间 


b \ ~ai 


， b \ ~' ] C ：[ ai ，6 i ]， 使 w [ a 2 ，&] <"| ■•同样，存在区间 


[ a 3 ，匕] C [> 2 +^^，^-^ i ] C [ a 2 ,6 2 ], 

使4> 3 為]< +• 这样继续下去，得一串闭区间[〜，6 11 ](；1=1,2,3,— >.满足 

a = <*, <a l <r“<a ll <^“<b ll <^"<b 2 <b 、 = 卢， 

并且 •一， 0 ， a >[ a - - (；!= 1，2,3, …〉. 

由区间套定理，诸[〜，乂]具有唯一的公共点 c . 显然〜<(：<6.(^|=1,2,3, …）. 下证 / U > 在点 r 连续. 
任给 e 〉0, 取正整数叫使 w 0 > y . 再取茂>0使 ■十扪 CZO ,。 于是，当|1一^|<3时，必有 

l /( i )-/( cOlga ^ a 、 ，6,。 ]<^< e . 

故/ <： r > 在点 j = c 连续.到此，充分性 证毕. 
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§2. 利用不定积分计算定积分的方法 


r 牛顿一茱布尼茨公式若函数 /(d 在闭区间 0,6] 上有定义且连续， F ( r > 为它的原函数，即 ru ) 
二/⑴，则 

JV(^)dx = F (6) - F ( a ) - F ( x ) |*° . 

当 /( x )>0 时，定积分 JV ( x ) cLr 在几何上表示 由曲发 y = /( x > , OX 轴及垂 y = f(x) / 

直于 OX 轴的二直线和 : r = 6 所围成的面积 S (图 4. 1). 

2°分部积分法若函数 /(： r ) 和 g ( or ) 在闭区间[>,6]上连续并有连续导数 m 

/'(• r ) 和 〆 （: r ) (即 / U )， 乾则 ° ° h X 

J fix ) g \ x')dx = I * ~ J ^( x )/ \ x ) dx . 图 4. 1 

3° 变置代换若：函数 / XxJ 在闭区间 [ fl ^] 上连续， （2) 函数 #0 及其导数 〆 皆在闭区间 [ a ,/?] 
上连续，其中 《 = #«)4=9(/?) i (3) 复合函数在闭区间 [ a ，/3] 上有定义并连续，则 

J /(:) dr = J ’ /[穸(/)] 〆 (/〉 df . 

利用牛顿一莱布尼茨公式，求下列定积分并绘出对应的曲边图形 面积： 

【2206 】 f v ^ dx . F 


解 I ^ V / jdo ： =-|-J：T =11 -j- 

—1 


(图 4.2), 


【2207】 


m T si 

Jo 


sinxdj. 


sinxdj —— i 


= 2 (图 4.3>. 


图 4, 



图 4. 


【2208】 


dx 

rr ?- 


^ cLr 

l l + I 7 


(图 4.4), 


【2209】 J ' 


dx 

yr ^ 9 


解 I ；7 fr = 


=Y (图 4. 5). 


0 1 、/3 

3 

图 4.4 


1 O 1 

1 

2 2 
图 4.5 


本节个別題是收敛的广义积分，仍按此公式 汁算. 一< 题解〉 作者注, 
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sirur 


= 土 [ arclan ( tan j ) 十 arctan ( C01 T )] 

-忐 { f+ ar 咖卜(号- f )] 卜‘ 


注以下图形从略. 

dx 



122131 

0 


1 +CCOSX 


(0<e<l). 


解令 tanjy .并记 a = •則有 

f dr _ 2 f d ( a /) 

J 1 +CCOSJ ( l + c)flj 


故 


r ■ 知 —一 ？ 「 
Jo 1 +CCOSJ y / l— € Z L 


122141 




dz 


v(i- 


\ + ( at ) 2 
I «-o 

arctanCatan 专） + arcian(atan 专） 

(kl<l,|A|<K ab>0). 


飞 

2w-0 


)+c. 


] 


2 n 


vl-i 


)(1 一 26 «r + 6 z ) 


解在公式 


dr 


B 




中，设 Ax 2 -f Bx + C = (1 - 2 ax -\- a 2 )( l - 2 bx ^ b z ) t 两端求导数，得 

Aj: 4--^- = —Ml — 2ax+<z 2 )—a(l — 26 jt+6 2 >• 

由此推得，当 x = l 时，在对数符号下的表达式的值为 

—a(l— 6) 2 — 6(1 —a) z + 2 y/ab(l—a)(l—b') = — (Ja—-/b) 2 Cl + ^/ab ) z , 

而当1=一1时，得到值 一< v ^- V ^) 2 n - v ^ 广 于是， 

r ^ = 1 ln 1+ 

/(I 一 2 a : r + a*)(l — 26 :r + fr *) Vab 1~ -/ab 
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利用 1850 題的结果 . 


122151 f 


a 2 sin 2 j +A 2 cos 2 


( c ^ O ). 


提示利用 2030 題的 结果 . 


解 I ： 


a 2 sin 2 x + b 2 cos 1 x \ ab \ 


(laltaar^ •’ 


2Ub\ 


* ) 利用 2030 14 的结果 . 
12216] 对于下列定 积分： 


⑴ l 笋 <2> nss^ ⑶广去 (―士卜. 

说明为什么运用牛顿一莱布尼茨公式会得到不正确的结果 . 

解 （！） 若应用公式得 


士 


2 < 0 . 


这是不正 确的 . 事实 h • 由于函数 /(1> = >>0, 所以 • 当枳分存在时，其值必大于芩.原因在于该函数在区 

间 [ 一 1. 〗 ] 上有第二类不连续点 : r = 0 . 因而，不能运用公式 . 

(2 ) 若应用公式得 


「 sec 2 o:dx 
Jo 2+tan 2 j 


(蜚)|:= 0 . 


但 ^^ >0, 故积分若存在，必为正 . 顷因 在了取 函数在 [0.27T] 上为第一类不连续点，故不 

能 K 接运用公式 . 

(3) K 应用公式得 


J 二 £ ( arC t an 士 )< br = 


f >0. 


这适 + 正确的 .W 为去 ( arct an 士 ) = -^^<0. 所以，积分值必为负 . 顷因 在于原 函数 arclan 
为第一类不连续点，故不能貞接运用公式 . 

122171 ^ 


解我们有 

二 £( 点 ) 心 = 


L £(rii) dx ^ 


1 + 2 . 


1+2 士。 


注意被數盈然在 : r = 0 不连续，住易知 

故 1 = 0 是可去不连续点 . 若我们补充定义被积函数在 X=0 时的值为 0, 則被积 A 數在整个[一 1,1 ] 上都是 
连续的，从而，枳分存在 • 以后，凡是被积函數有可去不连续点的情形，我们都按此法处 


理，理解为连续函数的枳分，另外， 


. = i 
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应理解为 J-, dxVi + 2T r- J-, dxVl+27 / -o*l+2t 

以后，凡是定积分存在而原函數有不连续点的情况，郝桉此理解，省去取极限的式子，但应理解为取极限的 
结果. 

【2218】求 J :° 0 " yi - cos 2 xdj . 

提示在每一个区间 [(々一 DhJtt ] U = l ,2,...，100) 上积分，再相加. 

解广 N /r r cos2xdx= 〔二 n N/siir’jdr= J: v / sin z j : dr= 100^2 sinj-dr=200V2. 

利用定积分求下列和的极 限值： 

【2219 】 “m ( ; + 4 + …+ ¥) • 

ir-^^ \ n 7i n / 

解这是和的极限，该极限即为函数 /( 1)=1 在区间 [0,1] 上的定枳分.亊实上•函数 /(x)=_r 在 
[0,1] 上是连续的.因而可积分.这样便可将[0.1>等分•并取$为小区间的左端点.这样作出的和的极限 
就足•题中所要求的极限 .了是 • 

把(古+ ?+•••+¥ 卜！土 § (+ • 士)， f : xdx ^ i - 

以下各题不再说明. 


122201 化（;^ 十;…+土）. 

解 把§忐 = !土§ (点 •士 H 

n 

122211 


1+x 


Ar = ln2. 


解 


把 § (^( t ^ • + H : 


【 2222】 lim 丄「 sin — + sin — + •••• 

• r -* n L n n 

解 lim V —sin — = [ sinjtxdj=— ― 
^ n n Jo ^ 

p +2, +••• + 〆 

122231 lim— —^ 7 了 ' ( p>0). 
n 〜 n 

解 ㈣ S (十 


.(rt — 


〜]• 

I ) 


122243 

解 v^T7dx=|(2^-l). 


I2225J lim 


解由于 


limln 


=lim [ 

c-^+OJf 


v^rr 


ln + -+ W : 


lrudx= limardnj*— 1) 
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从而， 



* > 参看后面2388題. 

122261 化[士十 〆 〒)]• 

M lim [士 2/卜 +^)"| = £ yta + (6- fl ) x ] dr = £/(x)dx. 

弃掉高阶无穷小置，求下列和的极限值： 

【2227】胜 [(1 + 士） + + 

解由于对一切 々< n ，3< n 有 


0 


〆 kit • ^ 


tan 


命# 1_co ’) 骨 ，於卜 sf) . 


从而， 0< 2 ( 1 + +) (祭一 sin 祭) < 2 (1++) 学(卜 cos 子)買 ( 1- ⑽音)— 0 (”+°°). 

于是， J™S (l + ^)sin^=limg ( 〗 ++) 穿 - 土 2 (!++)( 穿 — sin 孕） 

，士 g (， 穿 H : " ( w -¥. 

n 

【22281 limsin — V 
_，oo n “ • 



解由于 sin — = —(l+o, )• 式中 \\ma m = 0. IF 是， 


- - 5in ^ S ctir 把 (1 +°-〉子 § § 


2 +cos 






lim( 1+ffi 


J ： 


d«r 


2 + 


: Tz 


arctan 


(竽) 


x 


>/(nz + k) (nr -k- k -h \ ) 

【2229】 lim ^ - : - (:〉 0). 


解由于 

。^/ (工++ ) (1+ 宁 ）-(:+ + ) = 


V (^ l )(^) + (^) 


o ++) 士， 


2 /(肛+灸〉 （似 +灸+ 1) 踴 

故 -^-一§士“++) 

<占|; (1++)=忐+忐(1+士) +—。（” 一） 

于是 • 

m 

2 v/(nr + 务 ）（mt +々+1) 两 i 

迥 - ^ - = 把+ S (1++)= J : 。七油=^十+ 
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122301 


{ M ^ Ti 


2 吾 


2 f 


[ I . 


解由于 0< 士 - 


n+ T 


n(n 走十 1) 


•故 




— 0 


于是 , 




【 2231 】求 ：^ J'sinxMx. ^ f Wdr,^ J*sinx*dx. 


解 去 J sina* 2 dj = 0 , 去 J siar 2 cLr = — ^ J^sinr 2 dx= — sina 2 , •— J sirur 2 cLr = sin6 2 . 
【 2232 】求:⑴ £J； 2 /ITFd/, (2 )£{；； ⑶ £\Z —) 士 . 

解⑴ £{； 2 v ^ T ?- d ,= (^{； ： yiT 7 a t ) £( x *)=2, yrr ^, 

at 3 克一 a r ■ 屮 _ + a ■丸- 

心 J , / TT ^ djJ ， 1 yTFF 心 Jo yTTF 

- £ ( ? 〉 —rJ: 3 yfeF'£ (x ， ) d(7)f yfe" 


( 2 ) 


3/ 


2x 


v^l +/ 4 yi+j ' 1 


(3) ^ J cos(it/ 2 )d/= ^ J*° cos(ir/ 2 )d/4-~ J cos(ir/ ? )d/ 


d(siar) 


• dcib ) r ros( ^ )d/+ 


d(cosx) 

dr 




= — cosorcosC irsin 2 x) — sirurcosC kcos 2 x) m 1 = ( sinx— cosx)cos( Ttsin 2 x ). 
* ) cos( xcos 2 x) = cos(n— irsin 2 x) = — cos( jrsin*x)• 

【 2233 】求， 

so* 2 dx 


f 

(1) lim^- 


(2) lim 


Jo(arctan_r) z <Lr 


vV + 1 


C3> ,. m ㈣ 
— J o e- l dx 


提示利用洛必达法則及变上限积分的求导法則. 

| cosj 2 <Lr 

解 （ 1 > lim -- = limcosx z = 1 1 


(2) lim 


1： 


(arctanx) 2 dj 


=lim 


(arctanx) 2 ^ n 


v ^ r : 


(3) lim 


O ) 2 — 

(V 2 心 


=lim 


V \+ x 2 


2 f V dr 

lim 

一 + OQ gX 


=lim 


2 〆 


=lim — = 0. 


【 2234 】证 明：当工 一 oo 时， £ 〆 do ： 〜古 〆. 
提示利用洛必达法琍及变上限积分的求导法 





[Vdi 

证由于 lim ^- =lin 




Yx 




v 


(i 一 p) 


=1 •所以，当 x -^ oo 时， J 。 e ,2 dr 〜 ^ e x2 . 


I \Ztanxdr 

【2235】求 iim - 

” 0 J v/sifir dx 


解 lim = lim V - ianCsi ^ Csi n ^^ |im 

f y / smxdj ： 广如。 ^ sinCtanx ) ( tanj ) :一以 sn 


tanx 


tartr sinrCtaivr ) x - 


lim 


122361 设 /<« r > 为连续正值函数，证明：当: r 彡 0 时，函数 

£//(/)df 


< p ( x ) 


J f(Odt 

• o 


递增 • 


/( x ) 


证荇先注意,故若规定9>(0>=0,則史(1)是 x >0 上的连续函数 • 因为 

ix-OfU)At>0 




(• r >0). 


所以，•当时，函数 9 ( x > 递增 • 
【2237】 求： 


⑴ 心 ，设⑵心设 / ⑺ 
解 H) J n /(x)clr= j^dz-h (2 —x)cLr=-|-. 

(2) J : f(T)<Lr= \[ :dx+ J : f 栏 dx=+. 

【2238】计算下列积分，并作出这些积分对参数 a 的函数关系 


0«“ 

« i . 


Z ( a ) 的 图像： 


( 1 ) 


M 

f = x | J — o | dx » 


( 2 ) / = 


J o 1 + 2 acos 


dr 


(3) 


- r — 

Jo J\ —9 


sinardj 


y/\ 一 2tfCOS*r+fl 2 


•2acosj+a* 

解題思路 （1) 分别就 a <0,0< a < l 及 ff > l 三种情况求枳分. 

(2) 分别就丨 0 |<1及 | a |> l 两种情况求积分，其中当丨 0 |>1时还要利用 2028 题 （1) 的结果. 
(3> 分别就丨《丨<1及| 0 |>1求积分. 

解 （ 1 〉分三种 情况： 

U > 若 a<0, 卜 J]x(x-a)dr=i- 
(ii 〉若 a>l ，则 /= J" 。 x(a —j)dr —-y ； 

< ill > 若《 1 ， 则 I = J* j(a-x)dx+ J' x(x-a)dx-y- 


3 • 


于是， 
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a <0, 


T 




<1,( 图 4.9) 


a 

lyy 


> i . 


(2) 分两种悄况： 

(I > 若卜丨<1，则 

sin 2 x , 1 f * 4 a 2 (1— cos 2 or ) dr 



•w 

= .o T 


+ 2 acosx 




)+ 2 acosx 


= 丄「 C ( lW ) 2 -4 a 2 cos 2 x ] + [4 a 2 -( l + aQ 2 ], 
4 a 2 Jo (1 + a 2 ) + 2 acosj 

= i f : [ ( 1+a :) _ 2acosx3dx ~ ^4^1: 

(1- a 2 ) 2 


(Lr 


( 1 +q ) + 2 acosr 


[(1+o 2 〉 jt 一 2asirur] 
)x (l~a 2 )x 


4 a l 


〜 * 


arctan 


( VSSS - f ) 


ff 

y # 


4a 2 4a 2 

II > 若 lal > U 则同上述情况‘似有 
f (1+V)ir (a 2 -ir 


ia 2 


4 a 2 


(VrSrE tan f)| o * 


t 2 )n ( 卜 fl 2 )ir 


w 


4 a 2 




于是， 


f - sin 2 

Jo 1 + 2ao 


fJL 


xdx 


十 2 acosjr 十 I 


2 f ♦ 


(图 4. 10) 


.27* lal>1 

利用 2028 题 （1> 的结果. 


(3) 


I ： 


siru * dr 


V 1 — 2 acosx + a 2 


— \/l + a z — 2 acosx 


2, \a\<U 

jf,. Ial>l. (B411) 




利用分部积分法公式，求下列定 积分: 


12239] 


rw 


dx . 


* {r«-^=-r 

122401 J* 


I ! 


：=-- i - ln 2- e ^ 


— —-^ln2+7 = 7ln 


T. 


解 


jsiardr . 


xsinxdx =—. 


I>i ： 


cosjrdx = 













| ，n2 vV-l dx=2 J: jq 7 p- = 2(/—arctan/) =2—y. 


I 2249 I £ 


Uny/x 


v<r(l-x) 

解 设则 

iin/r . _ 


J ： 


1： 


： d /=( arcsin /) 2 


Vx(l-x) J 。 %/T-r 

12250] 令： r — 士 = 1，计算枳分 14 " j2 

解由于被积函数是偶函数，于是 • 


1 + x 4 


r 


1+? 


^ =2 J ! rTS dj= ^ 2 f , ra = w ! i in ^ arctan i : 


【 22 S 1】 对 于下列 定积分和代换 ■!：_ 〆 /): 

(i) L d ^ ( 2 〉 Life ， x = t * 

说明为什么用代换 r 会引致不正确的结果. 

解 （1) £ dr = 2 .但若作代换 £ = xi •则得 

J ^ dx = ±-|- f + df 3 *。. 

其错误在于代换 / = ： ri 的反函数:不是单值的. 




taru — 


< 2 ) 




arctanx 


=+. 但若作代换 


，则得 


Life—L r $?， 


于是得出错误的结果.其错误在于 + , 当 /= o ( o 属于 [一 i , i ]) 时不连续. 


(3)| o ' Y ： j ^^ 大于零，但若作代换 / = taar ， 


则得 


J ! 


dr 


i + si ? i = ^ arctan( ^ ,anx) 


0. 


其错误在于《=18110*在1 = |处不连续. 


【2252】在积分 £ x ^1+?"^ 中，令 x = sin / 是否可以？ 

提示 不可以. 

解不 可以. 因为 sinr = : r 不可能大于 1 . 

122531若在积分 f VT ^ dx 中作变量代换 : c = S in / 时，珂否取数冗和|•作为新的积分上下限？ 

提示 可以.因为满足定积分換元的条件. 

解可以.因为满足定积分换元的条件.事实上， 


J o V \— x 2 dx = J 2 \/l — sin 2 rd ( sin /)= | cos /1 cos / d /= — J 2 cos : fdt = (+ " 

【2254】 证明： 若函数 / Gr ) 在闭区间 0,6] 内连续，则 

j * /( x ) cLr =(6 — < a ) { b — a ) x ] Ax . 





提示令 x = a +( b — a ) t . 

证设 j ： = a +(6— 则 dx =(6 — a ) d /. 代人得 

| 6 /( x ) dr =(6—< z ) J 1 fla - bib — a ' U ' idt * 即 /< i 〉 dx = (6 - a ) j 。 /[a +(6— a ) j ] dr . 

122551 证明等式： j ] ocf (, x)dx ( a >0). 

搛示令 x = 4 i . 

证设 _ r=^， 則 

£ x 3 /Cx 2 )dx= J* /i/(/)^ = y //(Ock , 即 | o j 3 /(^ 2 > d ^ = y | o x/(j)dx. 

【 M 56】 设 / Cr> 为闭区间 [A,fl]〕[a，6] 上的连续函数，当 [ a -ar,6 — iKldB] 时，求去 f / U + Wdy . 

解 J fiy)6y^f(.b^-x) — f{a-\-x). 

122571 证明： 若函数在闭区间 [0,1] 上连续，則 

⑴ If /( sinx)dr = J 。 2 /( cosjr ) dr ； C 2) x /( siru :) dj ：=/( sinx ) dr . 

提示 （1) 令 (2) 令 j : = tr 一 f . 


证⑴设•一 r — i •则 dx = — ck •且 /( sinx )=/ Xcosf ). 代人得 


即 


即 


/(siar)(ir= — J, /(cos/)d/= /(cosr)d/, 

J: /(siax)dx= /(cosx)dx. 

(2) 设 It — f = J：， 则心=一山，且：1：/(3100：)=(死一/)/(310/>.代人得 

J o x/(sinx)clr= — J*^ (k — /)/(sinf)d/ = « J q /(sin/)d/— J tf{ sin/)d/ 

| o j/(sinx)<Lr=-^ J 。 /(siar)cLr. 


【2258】证明，若函数 /(x) 在闭区间 [ — /,/] 上连续，则 

(1) 若函数 /( or) 为偶函数时， j:,/(:r>dr=2j: /(x)dx, 

(2) 若函数 /(«r) 为奇函数时， J' /(x)dx = 0. 

给出这些事实的几何解释. 

搌示 （1) 令 1= 一(2> 同 （1). 


证 （1) 由于 /U> 为偶函数，即 /Cr) = / (- 1 ) ， 0 ：€[-/,/]). 于是，设-“则有 



= —/(/)d/H- | o /(x)dx= /(/)d/+ | o /(x>dr-2 J 。 /(x)dr. 

其几何解释如下： 


由于 /(•!：> = / (一: r)， 故它的图像关于 Qy 轴对称.于是，由曲线： y=/(x ), 直线 x =-/ 及 :r = Z 所围成 
的面积为由曲线夕=/(*2：)，直线1=0及 x = l 所围成的面积 S 的两倍（图 4. 12〉. 

(2) 由于 /< j :) = 一 /( 一0：>，设 x = —/，则 


J ^ /(x)dx= — ,/(-:)dx+ 。 /(j ： )dx= J,/(f)cU+J /(x)dx 





其几何解释 如下： 

由于 /(； r )=—/( 一: r >， 故它的图像关于原点对称•于是，由一/到0之间所围之面积，与由0到/之间 
所围成之面积绝对值相等，符号相反•故其面积的代数和为零（图 4 . 13 ). 



【2259】证 明：偶 函数的原函数中的一个为奇函数.而奇函数的一切原函数皆为偶函数. 

证设 /( x ) 在[一/,/]上定义°，且 F (: r > 是 / U 〉 的一个原函数.当 /( 一 1 > = /( 00 时，由于 

故有杂 F ⑺ + F< 一 .从而可得 + F (一 J ) = C i , 且 Ci =2 F <0). 于是，/(1〉有一个颀函数 


f *(* r > 一 F <0> 是奇* 败. 

当 /<-■!) = 一 /( J ) 时 ，类似地可得 F ( j -)- F (- x ) = C,,fl C 2 =0. 于是， F (—即 / U ) 的任 
一原函数 F (* r )+ C ( C 为任意常数）也为偶函数. 

O 如果 /( or ) 在 [一 /,/] 上可枳，則由 F f ( x )= £ /( Odr+C (C 是任意 常數） 也可获证•其中 F ( ( x ) 
为 /< r > 的全部原 焱數. 

【2260】引入新变 Sz = *r + |, 计算积分 


解设/ = 1+ +，则 


\\ (14- 一 士 y + + 心. 

〜(工-士 ) 1 , x *= +(/ 士 


于是， 


\\ (l+-r--^)e x+ ^dr=|j ( l + i 一士 )《T 士 dr+ 心 (l+o: 一士 ) ’ + dr 

= J: <1+ Vt l —A Je'dT Y (/+ 4 )]+J\ (1 - - 4 >e’d「^ —4 ) J 

= tL 7 <1+ v^^)e* (l + ^f=)d/-| jj (l-yF^A)e'(l-^=f=)dt 

=\] e f ^ v/^-4-f--;~=Jd/= | ? 7 [v/P^TdCe^ + ^d v/?^] 

= ( v 4^4) e *| 7 =| eT . 

I 2261 J 在积分 /( x ) cosxcLr 中进行变敏代换 sinx =^. 

解 J /( j)cosxdj-= jj /(x)cosjcLt+ /(x)cosxdj--f- /(j)cos 2 -di+ J 3s /Cx)cosjd.r. 

在右端的第一个积分中，设 siar = f : 第二、第三个积分中，设 sinU —4 = 0 第四个积分中，设“(2穴一工) 
代人得 
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J /(j)cosjdj = J 1 [/(arcsin/)-/(7T-arcsin/)]d/+I ( [/(2jr+arcsin/)-/<7r-arcsin/)]d/. 

【2262】计箅积分丨 [ cos ( ln 士)」|心（”为正 数). 

提示令 

解 [ cos (| n +)]’=^ l ^ .设 x = e '则 = e ，叙代人得 

I 卜 (or h = r uin/|d/= § I sin/1 dt— sin/df = 2 • 2n=4n. 

【2263】求积分 £ 


1 十 


• dr . 


提示利用 2257 題 （ 2) 的结果 . 


= fC - arctan ( cosx >] 




利用 2257 题 （ 2) 结果 . 

(x+l) J (x-l) 


122641 设 / ⑺ n ， 求积分 L xtrhr^ 
提示参看 2217 趙后面所加的注意 . 


(x) 


+ / 2 (x) 


dx 


= arctan/(x) 


十 arctan/(:r) 


十 arctan/( j:> 


•( 十 0 广 + (十 f)+(arctan |^— f) 

= arctan — 2k. 

* ) 参看 2217 超后的 注意 . 

【2265】 证 明：若 /(x> 为定义在一 oo<：r< + oo 而周期为 T 的连续的周期函数，则 

厂 /(:) drO ( j ：) dr . 

式中 a 为任意的数 . 

提示将区间 0, a +:r] 分成 [fl.o] 、 [o,*r] 及[丁 ,ci+ 丁]•并在积分 \ a ^ 7 /{x)dx 中 • 令 i=f+*r. 

证 

| /(j)dx= J° /(x)cLr+ /(x)<Lr+ /(x)cLr. 

对上述等式右端的第三个积分，设 a* — T=l , 则 

J^ r /(x)dr= /(/+T)d/= fCOdt. 

于是， J /(j-)fLr= J /(j*)<ir. 

【2266】 证 明：当 n 为奇数时，函数 

FCx) = J sinVrcLr 及 G(x) = J cosVrdr 

为以 2tc 为周期的周期函数，而当 „ 为偶数时，则其中的任何一个皆为线性函数与周期函数之和 . 
证当 ” 为奇数时是奇函数，而且是以为周期的函数 . 丁是， 

C^2k CZw f2 叶 X 

F(j ： + 2n)^ J sin"xdr= I 3in"xdj+ J sin^xdr 
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=J* sin"(^—x)dr+ |* sin"xdr = 0 + sin"xdx = F(x) 

及 G(j+27i)=G(j) + J 2 " cos\rclr=G(:r>+ J 。 cos\rdr+ J cos" j: dr 

= G(a*)+ I cos"xdx+ J cos"(a ： -fx)cLr=G(x), 

从而得知： F (* r ) 和 G < a :) 都是以 2 x 为周期的周期函数.当”为偶数时，显然有 

F(x+2ir) =F(x) 4- J sin" j- dr, G(x+2re) =GCx) + cos' 


但因 


= cos'j：cLr = a>0 


-^-x=F,(x) ( 


所以， F ( x ) 和 G ( x ) 都不是以 2 n 为周期的周期函数. 

设 F ,(： r 〉= F ( i 〉一 则 

F x (a^ + 2n) — F(x+2k) — ^(j+2ji) = F(x)-f <a—^x—a = F(x) 

即 &(•!■) 是以 2 ir 为周期的周期函数，而 

F ( j ) = Fi ( x ) + ^ x . 

所以， F ( t ) 为周期函数与线性函数之和. 

同理，可以证明 G ( x ) 也是周期函数与线性函败之和. 

-般地，当/(幻为周期函数时，句以证明：函败 F (: r )= f /( Odf 可表示成线性函数与周期函败之和. 
【2267】证 明：若 /( W 为以丁为周期的连续的周期函数，则函数 

FU >= J : fU)dr 

在一舣的«形下是线性函数与周期等丁 • T 的周期函数之和. 

证明思路注意 

F(jt+T) — F(j：)= J /(i)cLr=f° /(j)cLr=K (K 为常数）. 

当 K = 0 时，則 F ( j :> 为一周期函教.当 / C 关0时，可令 9 U ) = F ( j :) —争 I ,只要证明 史 (工）是以丁为用期的 

周期*数. 

证 因为 f ( z )=£ / u ) dj ：， 所以， 

F ( x + T )- F ( x )= J^ T /( x ) dr . 

又因 / Cr ) 是一周期为 T 的连续函数，所以， 

J /<: r ) dr = J 0 /( j)dr = K . 

于是， F (: r + T ) — F ( i ) = iC . 

如果 fC = 0, 则 F ( x ) 为周期等于丁的周期函数. 

如果 K 关0,可考虑函数 〆 : r ) = F (: r ) —则因 

T) =F(j ： +T) — y*(x+T) = F(x+T) — x — K=FCx) — ^r x = f(x'> , 

所以， 〆 : r ) 为以了为周期的周期函数，从而， + 即 f *0 r > 是线性函数与周期等于了的周期 


函数之和. 



计算下列 积分： 

【2268】 J : x (2-^) ,2 cLr . 

解 C : x (2- x 2 ) ,2 Ar =-^(2- x 2 ) 

122691 L^rv 





解 r 

=4 f: 


( 2+cosa:) ( 3 + cosx) 


=r- r _j£_= r 

Jo 2 cosx Jo 3 + cosj : Jo 


dr 

2 + cosa: 


Jo 2^ 


4 — « 


' 6 lor = fe = 8 L f sr « 


dx 

: r+3cos 2 


一叶 


_dr_ 

9sin 2 j+8cos 2 x 


arctan 




=8 ^ arc,an - 丨 2 rif arc,an , I:= 皆 ^ ) • 

122761 r sin - xtos ^- 

提示注意 = 并利用 2035 題的结果. 


m f " — 

Jo sin^ 


dr 

x + cos 4 


=sf f — 


dr 1 / tan2x 

OT+ COS •: r = $ a 咖 (I 


X •> U 

) =2ir>/2- 

0 


利用 2035 題的结果 . 


于是， 


【 2277 】 sinxsin2_csin3>cdx. 

提示同 1167 题 . 

解 sirursin2xsin3j ： =-y(cos2j —cos4j ： )sin2j=-^sin4x-~-(sin6x~sin2x). 
’ ]? sirLrsin2xsin3:rd:r=5 ( — ]^cos4x+^cos6j- ycos2j：) 

0 


【 2278 】 f 。 (jsiar) 2 dx. 

解 | o (jrsinx) a dx=-|-J" —cos2ar)dT=-i-j： 3 | —J" x 2 cos2xdj- 

= 专一 ^" sin2x + T jo xsin2x(Lc= Y'~T c0s2:r I + T lo cos2 - rdj = T _ "f 

122791 J o ' ^cos 2 xdx. 

提示注意 c OS 2 or="!~±^^, 并利用 1828 越的 结果 . 

解 j ； e-cos^dx- f ； ^±^> dx-f+^(cos2x-f2sin2x)-> 、夺 (e •- 


c T (l+cos2x) 


+ 备 (cos2*r+2sin2x) 0 =-|-(e* — 


*〉 利用 1828 趙的姑果 . 
【 2280 】 sh 4 xcLr. 

提示利用 1761 題的结果 . 


解 J 。 sh 4 xdr= £ sh f x(ch*x—l)clr=-j - J7 sh*2xdx-J^ sh 2 x<Lr 

= +(-f+X[ -(-f + |»H2x)° W = + ln2 一黑 , 


利用 1761 題的结果 . 


利用递推公式来计算下列依赖于 取正整 数值的参数 ” 的积分 . 

【 2281 】 /„=|^ sin-^cLr. 

提示 /„=^/._ 2 . 


=—sin' _, xd(cosx) = —+(n—1>J 。： sin' 2 xcos 2 jrdr 
= (»i-1>J 2 sin - z *rdr — (” 一 1) J 2 sin’jcLr ， 


移项合并得 


利用上述递推公式即可求得 


( 2 是 一 1 >!! 
( 2 川！ 

( 2 川！ 


专 ， n — 2 k . 


n = 2k + l. 


[2282] /„ = |J cos- j dr. 


提示 


-2 ： =/, 并利用 2281 超的结果 , 


设■一 :r = / • 则 （ Lr=—dN 且 cosx = cos(-j-— f ) 


代入得 


=L f 


sin m tdt. 


因此，与 2281 娌的结果相同 , 
I2283J /. = tan 2 'j ： 


撝示 


2^ t - 7 - 


= | o f tan 2 --^(scc^-l)dx= tan 2 " 2 xd(taar)- 


〜心 - /■ 


2^1 


由于 /。= dr=f • 于是，利用上述递推公式即可求得 


一 （^=1 一 ’•- *) 


2n-l 


-占 + A 一 … + (_"■ 


-1) •[子-(1- j + + — + 


【 2284 】 /,= £ (l-x 2 )"^. 

提示 $x = sin /， 并利用2282 題的结果. 
解设： r=sin /， 代人得 




(2W)!! (n!) ' 
(2n+l)!!— 4 (2n+l)! # 


I2285I I m = 


= f 1 

Jo y / T 1 ^ 


设 ： r=sinf ， 代人得 


=L f 


因此，与 2281 题的结果 相同 . 

12286] /,= £ x"(lrLr)"dr. 
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于是, 


1-1 = 




(m+lV 


【则 

提示注意 心一 f> 及 /■=—A 一 k 


= Ic 

= lc 


“一 T) dj * = J? lan *' _， ( x_ f) ( x ~f )" 1 ] dr 

(a ； —^-)d[tan(x-f )]-/..! = 


一 7 T " — h - l . 递推之，得 


于是 


J - = -忐 + d=Ty 一十-…+十卜"、 

/ 0 = tan ( j —) do:=—In | cos ( x —- j -) =ln y = — lnV 2 

/• = < - "-{- l n # + +[ l_j + m + (-”-- , + ]}. 


设 / U ) = /,U)+i/ 2 (:r 〉 是实变置 x 的 * 函数，其中 /,(：0 = 1 ^/( 0 ：). 乃（ : r) = Im /( x ) 及 
i 2 = _l, 则按定 义有： 


显然， 


J f{x)dx= | /,(x)dr-f i J f x (x)dx. 

Re J /( j ：) dr = J Re /( jr ) dr . Im J /( x ) cLr = J Im /( ar ) cLr . 


【2280】利用欧拉公式 €^=003 x 4-1 sinxf 


证明: 


^ /Ot 

e V~<Lr = 

0 l 2 xt m = n 


及 m 为整数）. 


证当 m = n 时， e -* e - w dr =£' dr =2 tr . 


当时， 


=J* (cosnj + i sinn x) ( cosmx — i sinmx)dx 
=j" cos(m —n)xdr—i J* sin(m —n)xcLr = 0. 


【2 W 9】 证明 ： \y 


^ — 


f+i 沒 


U 及# 为常败). 




e“ （ a—i 沒〉 （ cos 戌 r + i sin^r) 


+ i/? 


利用欧拉 公式： co&r=j(f+ e 〜）， S irur=^( e “ 一 e 〜） , 计算下列积分 （ m 及 r* 为正整 数 ）: 
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【 2290 】 


sin 2 "j cos 2 ' 


解方法 1 : 记 

易见 & = +/•其中 
利用欧拉公式，有 


, xcos t 


h = L si, 

1= j^" sin 2 -jcos 2 -idx. 


=(SFH 年) 


2 U 


^ Ys (一 


ES (— 


2 2m 
(-1V 


.爾 mm 

2 2 (—lYCLCkfcosZCm + n— 々 —/)ar+i sin2(m+n — 是一 /):r] 


今不妨设作积分计算，則有 


= ( 々 H 写 S ^ 1 yCi m Cu ( J cos2(m + n — k — l)x<Lr + i J* sin2(m •¥ n — k — Dxdx ) 


(一 1) 


22 (- lVCS - Ci . 


-l) m 


3 ? 2 (-1” 以 ? •… 



经计算，可以验证有 


零_ 

( 一 1>，2 (-1) A CUC ； 


(2m)!(2n)! 
n\n\(m + n) ! - 


于是，得 


,一 1 卜 Tr (2 m )!(2 n >? 

° 4 2 2 ^ 2 ^ , m!n!(m + n)! # 


方法 2 :令 | Q f sin 2 -jcos a -xdx. M 然有 

Im.n ^ sin 2 -j:cos 2 -' 1 jcK siax)= 2m-r 1 cos ? "" 1 jd(sin 2 "*'x) 


2w + l 
2n— 1 


cos 1 " 


叫 :- dnJN 


xd(co8 2 ^»x) 


2m+l 




•rcos ‘ 


xdr= ^^l\] sin 2 -x(l-cos*:)coW 1 ， xdx 


_ 2n — 1 . 2n — 1 . 


整理后得 
由此不难得到 




(2n-l)M 


2" (m + n) ( /71 + n — 1 )•••(”!+1> 


_(2n — l)!!m! (2m-l)|! 


2-Cm + n)! 


(2 tti )!! 


IT 

T 


* 若 m>n 作代换 i = f 一 “ 即得 . 

•• 用 010 2 " 1 + "-*”= 07 1 4 ( 0 ： “ 厂 2 01 + >| ( ： ^ ： + :* ，以及由恒等式（ 1 一： 1 ： >—( 1 + 1 广卞 _=( 1 -/)" + - 展开，取/"的系 
数的关系式 f ( 一 1 >*< + , 0；： + ； 4 = ( — 1 >-( ：：： +( 1 可以猃证 . 

4胃0 




丌 (2 n — l )!!(2 m — l )!! _ 

~ 2—】（ m + n )! 


»C2m)!(2»)! 


m ! n!Cm + w )! 


【2291】 


解设《 =§ ^，利用欧拉公式得 


e"—t 


当时， 


= (e 如 +e_ to > (e 似一 & + e ‘《 …+ … + e _w 

= e ⑵-”。+ c <2 *- 3> ^ + … + 沙 + + … + e _ « 
= 2[cos(2 々一 l)o:+cos(2々一 3)jt 十…十 cosx]. 


于是， 


> = 2 [蜂 


— \)x , sin (24 —3 )x 


24- 


+ sinx 


0. 


当 n=2々+l 时，同上得 
于是， £ udx = K . 


= 2[cos2ife2：+cos2( 是一 1) j + …十 cos2:r] 十 1 ， 


最后得到 


f- sinnj 上 _ (Of n 为偶数 • 
Jo ^7 ”为奇数. 


【2292】 J: 三 


os (2 n + l)x 


解 


cos (2 n-f 1 
cosx 


+ e -« 扣 ♦■)， 


c u +e 


»lr + … + ( 一 i〉，+ “. + e -l 


于是， 


sSCcosZnjr—cosZCn—Dx+m + C — l〉*- ’- cos2x] + ( —1)". 

【 2293 】 J: cos\r coswxdx 

解 cos-jcosrurs^T^+OYe^+e.-Os^^cc^x + CicosZU-Djr+m + CricosZx+l]. 
于是， J 。 cos"j-cosnx(Lr= : ^ 7 . 

【 2294 】 J 。 sin"xsinnj ： dx. 

解解法 1: 

j[ sin-xsinnxd.z= ( 一 l”C:e K -- ⑽ （P V)]dr 

= ( 2 iy^*[ 2 (- 1 ) * C: J: e i(2 -^dx- 2 (-l)*Ci £ e-'^dx] 

0， n 为偶数， 

ii 为奇数. 


= 5^[(- 1)" C : K -(- l)°CSr n 宁心 

0^ l 一 U 


由于 


sin 


H 0 」 


n 为偶数 

1) + + 1 ， ；! 为奇数 


于是， 


sin*xsinnxdr = 


解法2:设 ； r= + _/， 则 


= cos " fsin (^ — nr ) dr=sin ^ cosV cosmd /— cos 专 cos "/ sinnfd / 





nn 

^ cm - 


J cos"xcosnj ： cLr= "^ 7 sin 


求下列积分 h 为正整 数）： 

【 2295】 j sin" 'xcos(w4-l)xcLr. 

HI J sin"" 1 jcos(n+l)j ： dx= 


1 x( cosnxcosxsinn jsirur) do- 


= lo Si， 


j: 


-- - f* sin_ 
n Jo 


xd(cosuj：) — 


= 0 . 


【 2296 】 


xsin(n-M)xdx. 


提示对积分 f cos-Hxsin(n+l 〉 :rdj • 使用两次分部 权分 . 

解考虑积分 /= cos -T, xsin(n-fl)xdj-* 

并对它作两次分部积分，可得 /=/-^Y J' cos- ^sin(n-hl)j：(ir. 


于是 • 


i"' 1 jsin(n+l) xdx=0. 


本题也可不用分部积分法.寧实上， co S 『 l > r S i n (n+l):r 是以 ic 为周期的函数，又是奇函数，于是 

J cos" -1 xsin( « +1 )a-dr= cos"' 1 jsin(n + l)xdx = 0. 

【 2297 】 e'^cos^jrdx. 


解解法 


于是… J : 


2^ 


r ^ co » 2 \ 




2 4 jc ^ e - a ,- f 2 ga {； 


f 爾 + 2 2 C Zm cos2(n-k)x 


^ cos2(n—^)xdx 


+2 2 C 5- 


(2n 一 2^>sin2(n 一是》 烹 一 flcos2(n 一务 〉 jt 

a 2 + ( 2 n - 2 ky • 






2C5, 


+ (2n-2^) 2 


i z ^( 2 n - 2 kV 


即 


解法 2: 由于 


I ： 


2k) 


e 2 "-l_(e^-l)(q-iife) 

T+TT 7 TP 


取实部，得 


于是， 


ReJ ；、 一 

= 古 r 一 （ S C 5 -e i<2 -^ S C ’ e -一 似 - 2 … dx 
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丄 ♦ r* e 〜 一 1 _ 1 p* fl(l_e …〉 
2^ ^ ^- a ^ i ( 2 n - 2 k ) 2 U ^ ln a 2 + { 2 n - 2 ky 


Cu + 2 X ； CJ.-7 


+ C2n-2k) 7 - 


I2298J I ； 


lncosj ： cos2nxcLr. 


解利用分部积分法，得 


J Z lncos:cos2?i:rdj s^sir^Tu^ncosj | + — 


0^1 


f cos(2«— l)x 


- iJ : 


f cos(2n+1 )a: 


cosx 


对于上述等式右翊的第二项和第三项的被积函数有下列 等式： 


cos(2n—l)x 


"，+ e 


e- 卞 e 


cos(2n+ l)>r 

COSJT 


= 2 Lco‘s 27 rr—cos 2 (/i — l)x+ … + ( — lr^cosZd + C-lV. 


由于积分 


jj cos2^xdx U 为任意的正 整数〉 


的值 « 等 7 零，所以，积分 


ft cos(2n-l) J d：r 

Jo COSJ 


cos(2”+ 】 ）x 


分别等于（一 1>--^ 及（一 1) ■ 号 . 这样，我们得到 

|J lncosxcos2nj ： d:r=~ [( — ■一（一 1>- -y J = ^( —1) 


在 j —0 处， sin 2 nj ： lnco 5 a :=0 i 而在 jt = ~| •处，为 “0 • oo ” 髮， 采用洛必达法則定值 


sin2na: 

« 丄 Um COSJS * n： » 4nsirursin2wxcos2yix ^ Q 
2n^ ^ - |_ 0 一 sinxco32nx— 2ncosxsin2nx • 


【 2299 】利用多次的分部积分法 • 计算欧拉 积分： 


B(m 


,”)= J : x -' Ul - 




式中 m 及 n 为正整数 . 


解 B(rrifn) 


m ci-xy 


一1, 


(1—x)* 2 dr= - B(m+ 1 ， n—l) 


继续利用分部积分法，可得 


m(m+l)."(m + n—2) Jo 

_ (”一 l )!( m - l )! 

(m+r?— 1) * • 

【 2300 】勒让德多项式代 （ x) 可由下面公式来 定义： 


•2-1 f 1 f， Mr _ (” • 1 

rt—2) Jo (m + n — 2〉! m + n—V 


^> = 2 =~T —1)"] (” = 0，1，2, …). 




当 m = w 时， 




设 “=$[<? — 1 >-]， V =( I 2 — 1 > •，则 

F;( < r)dr=^iyjT[“ l/>t_l> "" M,I;<1 * - *，+m + ( — 1 〉-- V _- ni; ] +( — !)• ^(, 1 \) { j', vu<，>d * r 

= f , <: 2 - 1 ” 在[(/ -1>■ 恤 = 2 二 d : J : (卜/ rd ^z^Wiy I! cos2 " •他 • > 


= 2 ^ iy ] , I ? C ( x 2 - i )-] dx = 22 .. 1 ( n - !) - 2 j e j o cos - -/ d /- 

_ (2n)l (2 W )!! ••>_ 2 

一 2 2 ”: T (”!) 2 • ( 2n + l ) M 一 2 ” + r 

* ) 设 ：r = sinr . 

* * ) 利用 2282 題的结果. 

I 2301 J 设函数 /( i ) 在|>泌]上耵积，函数 FCr ) 在 0,6] 内除了有限个内点 cv (*= 1,…， /») 及点 a 与办 
外皆满足等式广 U ) = /( x >, 而在这苎点上 FCr ) 有第一类不连续点（广义原函 数〉. 证明， 

^ f ( jc)dx = F ( b - 0 )- F ( a ^- 0 )- 5] [ F ( r ,- h 0)- F ( c ,-0)]. 

证为确定起见，设 ci < q < Q 〈… < c ,< h 并 ie “= c 0 』一 c >+ i . 由于/(又>在[«,幻上可积，故 

J /( x ) dx = lim 2 J ，/( 1 )心. 

M 然，在 t >. + 7 , o •，— 7 ] 上广（^> = /( 1 >•从而可应用牛頟一莱布尼茨公式•得 

J.? - /(: r ) dr = f*(fVM -7)- F ( c +7)， 

由此可知 

J^/(x)dx ^ Jim [F(c i+ i — 17 ) —F(c, + 7^ = S [^Cc,4, — 0) — F(c,+0>] 

P 

= F (6-0)- F(a + 0)- 2 [ F ( c -+0) — F ( q -())]• 

««i 

【2302】设函数 / U ) 在闭区间 0,6] 上珂积 •而 F ( x ) = C + r /( f ) d $ 为 /( j ) 的不定积分•证明 ：函数 

F ( x > 连续，且在函数 /( x ) 连续的一切点处成立等式 

F ， ( j ) = /( x ), 

问在函数/( I )的不连续点处函数 F ( j :) 的导数是什么？ 

解由于 /( r ) 在 0 , 6 ] 上可积，故必有界： |/(： r ) : r < 6 >. 因此，对任何 * re 0 , 6 ], 有 
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第四章定积分 §2 . 利用不定积分计算定积分的方法 


|F(:+Ar>-F(x)|= ||^ /(^)de| |Ar| 


0 时） • 


由此可知 F(X) 在 [fl,6] 上连续 • 

现设 /($) 在点 e=-r 处 连续. 于是，任给 e >0, 存在$>0,使当— x| <占时，恒有 1/(0 —/(I)丨<£•于 
是，当 0<|Ar|<$ 时，恒有 


F ( ar + Ar ) — FU ) 


-fCx) = ^ [/(^)-/(x)]d 6 <-|^j£lAr|= ( 


故〆(：*：)存在，且 


r(x)= lim £C£±^l£<£>= /(x) . 

Ar -*0 


而在不连续点处可能存在也可能不存在.例如，设 


/(j) = 


t 


(”=1，2,3, …）. 


则 /( i> 在 [0,1] 的可积性可仿2194 题证明 ，而且显然有 


J: /(/)d/ = 0 ( 0 < 0 < 1 〉. 


然而在点 


处 ，F(i)=C 的导数 F' (: r)=0 是存在的. 


但函败 /(• r ) = sgnx , 它在[一 1,1] 上是可枳的，且 

Jo ^ jr ^^* r = 

然而在 t = 0 点处 ， F ( x )*= |： r | + C 的导败 F ' Cr ) 不存在. 

求下列有界不连续函数的不定 积分： 

【 2303】 J sgnj-dx. 

解 J sgnjclr— J sgrurdx+C™ |x| + C. 

【 2304】 I sgn(sinx)cLr. 


解由于 sgn ( siru :) 在任何有限区间上都可积•故其原函数 F ( j )= £ sgn ( S i n />df 是 （一 oo , + oo ) 上的 
连续函数.对任何 * r , 必存在唯一的整数々使 Air < x <( ife + l >7 r . 于是， 

F ( j )= sgn ( sin /) d /= | T sgn ( sin /) d /+ | ■ sgn ( sin /) d / 


=+ arccos( cosO 


十 “為- 


= 7 + arccos(cosx) —^r = arccos( cosj). 


J sgn(sinx)dj ： = arccos(cosx)+C ( —co<j< + < 
【 2305】 I [x]dr (o-^O). 

解 J C-r]d-r =C+ J [x]dx = C+ 2 J -rd-r+ J. [x]dj 

=C+ ^ [x](or- [x]) = o ： Cx] - t£Z+l£] + c 


155 



【 2306 】 J x[-r]dr (x^O). 


解 


[ jr[j]dr =C+ [ x[x]dx= 2 f 走 fcU+ f [_x^tdt~\-C 

=I(C ) 呼 L +c= S» 




十 C 


_([x]-l)[x](2[x]-l) M(M-l) , x ? [x]~[x] 3 , c 


Cx ] 


3 -3[.r](M-l)-2[x](Cx]-l)(2M-l) | c 


一 [J]([J] + l)(2[a:]+l) , ^ 

~2 12 代. 


|23071 J (- 1) w dr. 

解 J (一 l)k]<Lr=J sgn(sinicj)dx-*-C=-^-arccos(cosjrJ：) 


>= — arccos( coskjt) + C\ 


利用 2304 題的結果 . 


Ul </. 


【23081 「 /(i)dr, 其中 /(i>= 丨 ’ ^ 

Jo lOt |x|>/. 

解 /(x)dr ™ /(x)dx4 - J /(j)dr— | ldr-f J 0cLr = / 

J 。 f(x)dx— ldx = x (|x|</>, 

J 。 /(j 0 cLr= - J* /(j)dx— /(x)dx= —/ (x^ —/), 

| o /(J ： )dr=|/+x| — j:| ). 


( J >/) 


合并得 

计算下列有界不连续函数的定 积分： 

【 2309 】^ sRn(x-jr # )dx. 

f I 1. 工€(0,1>, 

提不注意 sgn(x— X 1 )= { 

1 —It x6 (113]. 

解 S gn(x-^ )= ( ^ ^(O ， 1 〉， 

1-1. x€(1.3]. 

于是， J o sgaCar—x^dr 3 dx— cLr 3 ? —1. 

【 2310 】 J: [y]dr. 

提示将区间 [0 ， 2] 分成 [0 • ln2] • [ln2, ln3] • [ln3, ln4], … ， [>7,2]. 

解 I [c T ]do: = f ldx+ f 2dr+ [ 3<Lr+ … + f 7dr 

JO JO J ha Jln3 Jto7 

= ln2+2(ln3 — ln2> 十 3(ln4 — ln3〉+ … + 7( — ln7+2) 

=14 一 （ ln2 + ln3 + ln4 + … + ln7 ) = 14 — ln7! • 

【 2311 】 J^Wsin 言 dx. 

提示将区间 [0,6] 分成 [0 ， 1],[1,2],[2,3], … ， [5,6]. 

解 J o [j]sin ~cLr= f sin ^cLr+ 2sin 专 dr+ … + J" 5sin ^dx= 


30 
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【 2312 】 jsgn(cosx)dor. 


提示将区问 [o ， to 分成 [ 。，号 ] 及 [j，》a 
解 [jsgn(cosx)cbr= xtlr-f- ( 一 _r)dr= — ^~. 

E2313] 厂 1 lnO]dr ， 其中 ri 为正整数 . 

提示将区间 [1 ， ”+1] 分成 [1 ， 2],[2,3] ， [3, 4] 

M [ ln[:r]dj= = in2dr+ln3cLr + …+ J ln7uLr= lnw!. 

【 2314 】 J 。 sgn[sin(lnx)]dr. 

提示注意原或 =(-l)dr+^im 2 (-!)*♦>£ ^ djr . 
解 J sgn[sin(lnx)]dx= (一 l)dr+ lim ^ (一 1〉* l J_, 


_ 

-]+2e^ lim V (-1 广 1 e - 《卜 … = -l + 

rrr 


2 e 


+ 1 


dx 


_ th 


【2315】求 IcouiyilHIcLr， 其中 £： 为闭区间 [0,4 tt ] 中使被积分式有意义的一切值的集合. 

提示 E 中使被积*教有意义的区城为 [0， x ] 及•再将区闽 [0, ic ] 分成 [0， j ] 及将区 
用 [2 n ，3» r ] 分成 [2 n ， 亨]及[夸， 3 ir ]. 


Icosorl >/siardr= = |cosj| 7sinjcLr+ I cos : 丨 \/sn 
— cosx s/ siardx+ ( — cosjt) \/smxdj-4 - cosj \/siarcLr4- ( — cost) \/siru:dT 

**4 cosjt v/sinxdx=-|-(sinx )i | = j. 


§ 3. 中值定理 

r 函數的平均值败 M [/] = ^|*/( x)dr 

称为函数 /( x > 在区间 0,6] 上的平均值. 

若函数 /( t ) 在 [ a ,6] 上连续，则可求得一点 U ,6>, 使得 

M [/] = /( c ). 

2°第一中值定理 若： U ) 函败 / U ) 和9(工> 在闭区间[>泌]上有界并珂积 〆 2) 当 fl < x <6 时，函数 
p ( x ) 不变号，则 

J /(x)9>(x)dr=^ J <p(x)dj：, 

式中且 M =^^/(； r >， m '^ y ( jr ) 丨 （3) 此外，若函数 / Cr ) 在闭区间 [ a , 办]上连续，则" = /(()， 
其中(作者注：珂以证明， C 可使 

3°第二中值定 理若： （1) 函数 /(: r >* f (* r ) 在闭区间[>，幻上有界并可积 t (2) 当 a < x <6 时，函数 
炉 （ x ) 是单调的，则 

/(jr) 9 ><x)dx=^<a+p) | /(x)<Lr+ 9 ( 6 — 0 ) f{x)dx 9 
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式中 (3) 此外，若函数 #1) 单调下降（广义的）且不为负•则 

J /(x)^(x)dr=y(a4-0) J /(jr)dj ： » 

(3') 若函数 # x ) 单调上升（广义的〉且不为负，则 

| / {x)<pix)&x—<p{b — 0) /(x)<Lr (a«6). 


【 2316 】 确定下列定积分的符弓 


(1) xsinxdxi 


2 >r^ 


dx I (3) 


2 J dxi (4) . x l lnxdr . 


提示 （2) 及 （3) 使用第 一中值 定理. 


(1) f xsinzdz = [ xsiardr + f orsiardr = xsirurdr — f (r + tt > sin / d /= 一兀 siardr <0. 
Jo Jo Jm Jo 


(2) 由第一中值定理知 


广 *ili£dx = +「■ ^cLr= T 5»HcLr - T -^-d/= J' 

Jo X Jo X J m X JO X Jo/ 十 IT JoJ(J ： 十 IT) 


f ( f + ir ) 


>0, (其中 0< r < ir ). 


(3) 由第一中值定理知 


rz 

• r 3 

-2 


e J dx = 


十 x 3 e s da := 


1> - 叫 : 


j 3 e x dx = 


J: ^Ce'-e-O. 


= 2 c 3 ( e r - e ^)>0 (其中 0< f <2). 


r 2 \ njrdr = lnr < 0 (其中 7 < f<lX 


【 2317 】 确定哪个积分 较大： 


L f si, 


xdx 


或 


xdj| 


(2) c-"Ar 


或 I ： 


e J drj 


⑶ J: e— cos 2 xdx 或 J: «■** cos 2 xcU. 

解 （ 1 ) 当 x€(0,~|o 时， 0<siru:<l • 从 rfdKsir^jCsin^. 于是， 

sin 10 jcLt^ sin 2 xdx. 

(2) 当 0<jt<1 时， : 《 :>〆 ，从而， eiCe-' 于是， 

J: eK J: d:. 

(3) !:■ e~" 2 cos 2 xdr= £ e - (…， ’ cos z ： rAr< J: e~^ cos l ^dx. 

12318] 求下列函数在所给区间内的平均值： 

(1) f(x)=x 2 在 [0,1] 上； （ 2) /( 乃 =>/7 在 | 

(3) /(x) = 10 + 2siar+3cosj 在 [0,2 ； r] 上； （4> /(x) = siarsin( 


(2) /( x )=^ 在 [ CMOO ] 上； 

(4) /( x ) = siarsin ( x + 9 ) 在 [0,2穴]上, 


解 ⑴ M 


[/] = 

o 


dx = 


音， 

(3) M [/] = ~ (104-2siru + 3cosjr)cLr=l0; 

(4) M 1/] = ^ J o sirursin(j+95>dx= jcosp. 


I2319J 求椭圆之焦径 r = 


ecos^ 


(0< e < l ) 之长的平均值. 
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解设 + “则 

M < r )= ^ rr ^ 


ecos<p 



dt= hTo \T^r 9 d ^t yfe 


- p 一 

yr 3 ?" 


= b , 


其中 A 为椭圆的短半 轴. 

* ) 利用2213 題的 结果. 

【2320】求初速度为从之自由落体的速度之平均值. 

解自由落体的速度为 v = vt + gt，hk f = 0 到 r = 丁时间内的速度的平均值为 


[ v ] = Y ( r ^-{- gi)dt = Yf ( T '~^ v f > = z Y ^ Vo ^' V7 ^ 


物理® 义：平 均速度等于初速与末速之和的一半 • 

【2321】电流强度依规律 , = , 0 sin (^ + y ), 

变化，其中*。为振幅^为时间，丁为周期，?>为初相•求电流强度 之乎方 的平均值. 

解 M (， 2 > = + J : fusin ’ (学十 f ) d /=|^[+( 宇+9>)- + sin 2 (爭+9)]|。 


解 M ( , 


A 
2 • 


将上式开乎方•即得电流的有效值 $：. 


【2322】命 /(，） d / = : r /( ftr ), 求 〜设： （1) f (0 = r ( n >-\)； (2) /(/) = in ^ (3) /(/)= e r 


及 lim 夕等于什么? 


解 <1) f /( f ) dr =- £ = $ •从而, 





=矿1， 4 * •于是 


^ = V 3 t * 


从而, . ” 


3) [ /(/)d/= [ e # df = e r I =e ，一 1 •从而 ， e ，一 1 = je 务 •于是，沒 = ■丄 In - ^ •由 Tiim— ~- 

J 0 J 0 I 0 X X r^o «T 


I 故 


0时，士 In 足吾型不 定式. 因此, 


UtnO — l » m — In --- ~lim _ 

0 x *o x x x -o Le 一 


xe "- 


( e r — 1 ) 1 xe s — +1 •• : re ’ 


e ^- ― ^ + 1 
x 


了， 


lim 0 ― lim 丄 In --- = lim J€ 6 = lim 

— 中 a r—+ 〜 X X x—-foe X(C 一 1 ) x—- v 


一 + 4 


于是， lim ^= 


nmc 7 - — 

r -*0 L 


及 lim ^=1. 




利用第一中值定理，估计 积分： 


【2323】 f :’ 


解由于 


dx 

1 +0. 5cosj* 


TTb<TTo^<T^b 


3 ^1 + 0. 5 cosx ^^ # 


于是， 


f:T 


+ 0 . 5 cosj 


^4 ir 
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即 


r 




123241 


解由于 




x 9 


V^l + x 


(0< x < l) f 从而， 


即 


★JX 為心 O. 

123251 r irroo d - 

解 j= r ifm 6 ^ ir ^^00^=TooW r e xdx+ iooW ir 


e 〜 dr 


100 + ft 100 + ft 
其中0<6<50, 50<6<100. M 然 




100+ $, 100 + ft \100 + 右 100 + 名 100十色 


1 -e 100 1 

100 + $, ^100 f 


> 




150 


> dd ， 


100 + 色 100+^2 100 + 右 

故 & <^<1^5,即卜 o . o 卜 o . 005 化 o <(?< i . 此外，按中值定理，岈写 

,= r ^TToo dx= rnoor e ' ，<Lr= fFido ( 1 -▲) • 

其中 0< K 100, 如果改写 J 为 / =0.01-0. 0050. 則有卜 = 


易见导数 


f'V 


200( l - e -1 
(100 + 6 ) ; 


- > 0 . 


/( e ) 单调上升，故在 [( Moo ] 上有 /( 0 )</( 6 )</( 100 〉，也即有 ^<&1 + >. 

根据前面的估计 0<(9<1, 综合起来，便有 ^^<1. 

这个结果比原来的估计又好了一些•如果更精确一些，采用些近似计算方法，还可进一步明确0的数值范 
围.此处从略. 

123261 证明 等式： U> iim J ] j^Ar^O, 

* ⑴ iT7 dx= l^\h：\l x " dx= i^<TTi ： - ^TT) =0 * 


(2) lim 




in*x dr = 0. 


(2) 任意给定£>0,且设£<~|•，则 

sin"xdx< sin’jdr+€<e+e)sin- ( 号 -c). 

当”时，上述不等式的第二项趋于零•于是， 

lim p sin*jcLr = 0. 

9^00 J 0 

【2327】设函数 /(： r ) 在 [ a ,6] 上连续，而 〆 ：*：)在 0,6] 上连续且在 （ fl 必)上可微，并且当 a < x <6 时 
?/( x )>0, 应用分部积分法及第一中值定理，证明第二中值定理. 

证设 F ( j ：)= | /⑴ d /， 则 
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j^/U)p(j ： )dr= ^<p(x)6FW) =F{x)<p(.x) — ^FM^Uydx 

= FCb^<p(,b) - FU)<pU)- F(^) ^ <p f Cx)dx = FCb'itpib) - Fia)<p(a) — FiVL(p(b) ~<p(a^' ) 

= S p (6)[ F (6)- F (^)] + 9 Ka )[ F (^)- F ( a )] = 9 )(6) | V ( x ) dr +9( a ) ^ fU ) dx . 

« ) 一般数学分析教程中已有第二中值定攻的泣明，本题限用分部积分法证明，应加 〆 （ x > 在0, 6 ]上 
连续的条件. 

利用第二中值定理.估计 积分： 

【 2328】 f ^dx. 


解设 


/( i ) 


9?( x ) 


则 / U > 及 9>( J ) 在 [ IOOt ^ OOit ] 上满足第二中值定理的条件，又 9 >(h = 十单调下降且不为负，于是 


其中 100 jc <$<2007 r 及0<喊1. 

【 2329 】 J* ^-sinxdr (a>0 f 0<a<b)• 


sinxdx 


一 cosg - 
IOOtt 


丄 


50 it 


50 tt 


解设 fU ) 


9?( x ) 


，同上题，有 


j" sin-rdx"■ J sirurdx = (cosa — cos^) = — ^-e ** sin —^-^sin a ^^ 

其中及 I ^ I <1. 

【 2330 】 J'sinx^dj- (0<a<d). 


Of 


解设 I =77 •则 




siru^dr 


J ：： f- 


" 2 " j .* vr 

其次，设 /(/)=sin /， 9 (/) = (7/)-'. 则 f ( r ) 单调 下降，且 9 >U)> 0 • 于是， 

yL = 5in,dt = h ( COSat - cosf ) = y Sin ^sin ^ = -^ d >. 

其中 \ 0 \<\. 

所以， J* si^dx^-^ (|^|<1). 

[23311 设函数 ? Um 0(x 〉 和它们的平方在区间 [ci, 幻上 可积. 证明柯西一布尼亚科夫斯基不等式 

|| y(x)0(x)cLr J ^ J tp l (j)dx J tjf 1 (x)dr. 

搛示考虑积分£ OU) — A0(x 〉？ dr, 其中 A 为任意实教 • 

证 证法 1 :我们有 

(J f> z (x 〉 dj)(J ip 2 (x)dj) — (J 9 j(x)^(x)dx) 

= y ( j a ?> 2 (^> cir ) (|^ 0 2 ( y ) Ar )++( j ^ ^ 2 ( y ) dx > ) ( J ^ f > 2 ( y 〉 dy ) — （£ 9 ( x )^( x ) dr ) (J < p ( y )>/ Ky ) dy ) 

= ~Y \ (I Jdy ^ o , 
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故 


I J^(x)^»(x)dr} < J 9 2 (j)dx I 0 2 (x)dr. 

证法 2: 考虑积分 £ [^(x)-A0(x)] ? dr. 

其中 A 为任葸实数.从而有 

J 9 2 ( x ) djr — 2A J 95< j 〉^( j ) dr + A ? J ip 2 ( j ) dx ^ O . 

这是关于变 M A 的不等式，左端是二次三项式.于是，其判别式 

|| I — J tp 2 (j)dx I ^ ? <x)dr^O, 

即 9j ( j ：)^( x)cLr J < J y> 2 ( x)dx J 0 2 ( x ) dr . 

【2332】设函数 /( d 在闭区间 0,6] 上连续可激且 /( a >=0, 证明不 等式： 

W <( 6 - a ) J ‘/ , 2 ( x ) dx . 

其中 M = sup |/(j)|. 

提示利用 2331 題的结果•有 

ldf J’/ ,z ⑴ d /. 

证设 x 为[心幻上任一点，利用柯西一布尼亚科夫斯基不等式得到 

{!’ 疒 (1 叫 *< 广 ldx| # f ， z U)dx, 

即 / 2 ( x ) = C /( j )-/( a )]*« x - a )|* / / 2 ( o -) dr <( A - a ) J " f ，2 U ) dx . 

由此可知 M 1 — sup / 2 ( x )^( 6 — a ) [ / 

妊 r “] 】• 

12333] 证明 ：等式 \\ m^ P ^dx = 0. 

提示使用第一中值定理或第二中值定理. 

证证法 1 :应用第一中值定理，知 

lim ㈣ d := lim _ />«=0, 

J m X m^oo 

其中乞为界于”与 n +户 之间的某值. 

证法 2 :应用第二中值定理，得 

| J , ^^cLr | =士 | sirudr | =士 Icos/i-cos《 | --►O (rz—co) 

其中 6 是界丁《与 n + p 之间的某值.于是 ，Um f ” ^ dx =0. 

J p X 


§ 4. 广义积分 

1° 函数的广义可积分性若函数/( X 〉在每一个有限区间 0,6] 上依寻常的意义是可积的，则可定义 


/(x)dx= lim f /(x)dr, 
6— 


( 1 ) 


若函数 /( I > 在点 6 的邻域内无界且在每一个区间 ( d ，6- e )( e >0) 内依寻常的意义是可积的，则取 

J /( x ) dj=limJ /( x ) d :. ( 2 ) 

若极限（ I )或 <2> 存在，則相应的积分称为收敛的，否则称为发敕的（在基本的意义 上〉. 

2°柯西准则积分 （1) 收敛的充要条件为 ：对于 任意的£>0,存在数 6=6 U ), 当及时，下面 
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的不等式 成立: 


[/( X ) dx |<€. 

对于形如 <2)的积分柯西准则的表述是类似的 • 

3 。 绝对收敢的判别法若 l /(* r )| 是广义可积的，則函数 /(* r ) 所对应的积分 （1) 或 （2) 称为绝 对收敛 
的 ，而且显然也是收敛的. 

比较判别法 I .设当 a 时 |/( < r〉|<F (: r ). 若 J ^ FU)dx 收敛，则积分]^/( 1 >心绝对收敛. 

比较判别法 II •若^(^)>0及当 I —+ oo 时， ( pU ) = 0 . 0( i >]， 则积分9(1)心及厂 0( a :) dr 同 
时收敛或同时发敗.就特别情形来说，若当^+十如时， 〆I 〉〜 〆 x ) ， 则上面的结果也成立. 

比较判别法 ID . (1) 设当： r — 十 oo 时， /( x ) = CT 在这种情况下，当 P >1 时，积分（】）收敛；当 

户<1 时，积分 （1) 发敗. 


(2) 设当： r —>6—0 时， f ( jc )= 0 - 


• 1 - 
ib-xV 

_ 


•在这种悄况下，当 p <\ 时，积分（2> 收敛； 当/>>!时，积 


分 (2) 发散. 

4 °收敛性的较精密的判別法若 （1) 当 X - + CO 时，函数 9 ( x ) 单调地趋近 于芩； （2) 函数/( I )有有界 
的原函数 


F(x) = 


\[ /( 


则积分 


J f(x)<p(x)(br 


收敛，倂一般地说，并非绝对收敛. 
在特殊情形下，若/>>0,則积分 


r ， 心* r 學 


dj ： ( a >0) 


收敛. 


5* 柯西主值若对于任意的 e >0, 函数 /(■!■) 的积分 

J /(j：〉dr 及 J /(j)dx (a<c<6) 

存在，则柯西主值 （V •尸 • >为 

V • P • £ /( x ) dj = 把[厂 /( x ) dx 4- J * /( a ：) dxj . 

相仿地， V • F • f /(j)dx= lim f /Cx)dx. 

J —a-^- 4 -oo J —^ 

计算下列 积分： 


dr 


( a >0). 


解 


【 2334】 £ 

由于土 £ 萝 n d 卜+.所以 • _ T 萝 =+• 

【 2335 】 

解由下 所以 = 

I2336J J : 心 
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提示令并从定义出发, 


解先求 j 


- 设 \/1 — x=/t 则 乂 一 1 ‘，以一“^ * 

(2 - X) vT^T 

f - 心 —— = —2 f = — 2arctan/+C= — 2arctan y/\—jc^rC. 

J J 1 + t ^ 


t 2 , dx= — 2tdtt 2 — x=\ + t 2 . 


代人得 


由于 


lim P - ^== Um ( 

，，， oJd (2 —: r 〉\/ 卜 i 产十 0 \ 


■JX—x )=-2 lim ^arctan - e) - 子 ] = 

o f € 












弓此•可分則取极限 







—asin^j—I 




* ) 利用 1829 題的 结果. 

利用递推公式计算下列广义积分 （〃 为正整数) 



(2/1 — 3)(2” 一 5) …3 • 1 iro^sgr 
(2 n -2>(2 n 一 4) …4 • 2 •(『 y )- 


(2 n -3)!! Wsg 


^ ) 利用 1921 題的结果. 


123501^ /„ = J' 


_ dr_ 

x(x+l)-(x+n) # 


解由于 


• r ( j + l ) … （ j +”> 


1 (当1一 + 00时）•且”+1>〗，所以，积分 收敛. 


其次，我们来计箅 I 由于 


•r(:+l — U+ ， i) = ； ^ _ (n-l)!(:r+l> + 2!(;i-2)!(j*+2> _ “ + ( _1 ” k\(n-k)\U^k) 


+ … + (-ir 


n !( J + M ) ’ 


所以， 




其中 G 为从 n 个元索中每次取々个的组合数. 

对于〃，不论是偶数还是奇数•用上限代人（此处理解为趋近于无穷时的极限）后均为零.亊实上，当 
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2 (-iyC k m Mx^k) = \n 




( x + l ) C2 --« ( j - 


(x+2m- 


时）. 


最后我们得到 /. = 4 S (- I)h Ct ln ( l +^) 


【 2351 】 


=1： 


x^dx _ 

(l-x)(l+x) 


解题思路注意到当 


0时， 


j)(l 十： r> 


故积分 L 收敛 • 
m 由于 


(l-^Kl-fx) 


(当 


一 0 时），且户 =+<1, 所以•积分 h 收敛 


其次•设 1 = sin / •则 /„ = | Z sin m td / = 


( 2 k - 

~ T 2 k ) 


rr - f * ”，•• 


(2 卜 2)!! 
(2 卜 1)!「 


2 k -\. 


利用 2281 題的結果 . 


[23521 


「响 dj 

Jo 


提示令 1 一 1»1( 加音)，并利用 2282 題的结果 . 
解设 J*ln(tan + ) ，则当 0<«r<+oo 时 ，- 


'■ = r 表 = f;—• 

* ) 利用 2282 題的结果. 

[23531 (1) jj lnsiardr, (2) J T Inc 
解題思路 首先，容易证明它们是收敛的 




(2 卜 1) 
( 2 k )\[ 

(2 卜 2) 
(2 走一 1) 


, JL 


2 k , 


2 k -\ 


其次 ，令户 f-o ： • 可得 [ 


lnsiarcLr 


=1： 


lncosjdr=>\. 


相加即得 2A = A--j U 


解先证明它们是收敛的 . 事实上 • 当：一 + 0 时 ， A lnsim—O, 所以，积分 ImjiiLrdr 收敛 . 
同法可证积分 lncosx<Lr 也收敛 • 


其次，求这两个积分的值.设/ =手一^，则有 
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相加得 


2A = J 2 (lnsiair+lncosx)dx= ln(~|~sin2:r)dx= J: lnsin2jdr —ln2 jj dz 

= -|- J " lnsin/d^ —-|- ln2== '|'( 1 0 ? lnsiiudf + |上 lnsin/d ； j —^-\r \2 

= lnsimdr - y ln2 - A - y In2, 


于是， 2A = A--|-ln2, 号 ln2 , 即 


【2354】求 


J 子 lnsin-rcLr= lncosj ： dr=|-li 

f e - f L s in £— co y 』 dx , 

J £ V sinx 


其中 E 表区间 （0, + 00 〉中使被积分式有意义的一切 x 值的 集合. 

解题思路首先，注意到 


席式= 


§J ： 


\/sinx 


cLr • 


其次，将 [2 h ,(2 ife + l > x ] 分成[2蚣，（2是 + + )*]及 [(24 + + ) n ,(2^+ l ) ir ], 并注意到 


(2e f ^ siar ) • 


分区间积分即易 获解. 


解 一 -§ r ^ 

对于广义积作 


y/sinx 


Ar •• 


厂 , ％ -fliij 


\/siar 


r — % - I r ^ 

v siar 

' cLr = 专 


dx 作如下处理： 



dx + 


: 2*4 + >寶 


sinx —cosjj 
v^sirLr 


《鉍 ♦+>霄 

= 2e 十 \/siar — 2e_ T %/sinx 

2 A « + 


2^SV “ e 十 


注意到 


S 2 河 e jcr“ = 2 蒭 


当”一 + ~时，上式的极限为2^8 于是. 

f -i Isinx—cosxl , _2^8e ^ 

【2355】证明 等式： J :°° /( ax +~) dx =- i -|^° /( ^ x z ^\ ab ) dr . 

其中 a >0,6>0 (假定等式左端的枳分有意义）. 

证设 a:r— 上 =/ ，则当 00< + od 时， 一 oo<0<+oo, ax+ — = \/? +4aS. 


将此二式相加得 


= 2^( r + Vt 2 + 4abh 


记号理解为极限 Hm 以后题解中不再说明. 
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从而有 

代人要证的等式左端，得 


1 

Za yFTTab 


JT (^+ + ) 心=忐仁 /( V^^ab) 1 — 

= ^ L /(v77T ^) 


,+ y/ t z +4ab 


+4ab 


r + 十 4 a 6 


v/ +4a6 




f 十 Jt l 十 


y/t Z +4fl6 


v7 2 +4a6 




/<y?TO) 


V f 2 +4a6 —/+ v +4a6 +f 


6t 


vt 2 +4 aA 

= 士 |" /( •/^ +4“6)d /， 

于是， J 。 /(ax+-j- )d-r = -~ /( Vl^r\ab)dx. 

【2356】数 M [/]= | im i - [ f 

称为函数 /< X ) 在 K 间 （ o ,+<»> 上的平均值.求下列函数在此区间上的平均值： 

(1) /( j ：) = sin 2 x + cos 2 ( x 72 ) * (2) /( j ) = arctan * r ! (3) f ( x )=^/ xsinx . 

解 （1) 由于 

f: [sin^+cos J (672)]d^ £ [ 匕 产 | + ! -j-sin2x-f 

所以， 


\4l 


i(2j>/2). 


M 


[/]= lim 士 J 。 [sin^+cos^^v^)]^— lim [1 + 占 ’in2*r+ — ^5in(2xV2 ) 


L Xx 4x>/2' 

(2) M [/]= lim 丄 f arctan ^ d $= lim 丄 「xarctanx -士 Ind + x 2 )"] 

^4-uo X Jo x^ + co J L L J 

= iL - , im ! ny ±£ l 2= JL -. lim _2£_ = ^.. 

2 乂 Too 2x 2 x l ， ?l2(l + ^) 2 • 

(3) 利用第二中值定理.得 

| o V|sin6df=yj J sin^d^=/r (cose — cosj) (O^c^j). 
于是 • M [/]= lim 丄 r>/^sin^df= lim — 

• 命 J o 

【2357】 求： 

r* - r ♦加 

r ' e - # d / 




0. 


⑵ ,, C3, „ m C 


(4) lim x a 


In — 




其中 a > o ，/( o 为闭区间 [0,1] 上的连续函数. 


1-4 


解（1> 由于丨一所以 ， J — p -^ d /< 

计箅得 — 音 + f + 士 O ^ d /<- i + i . 又由于 


JX 


1 L n f r ( _ i + f + T) = l R limx(-l + i) = 
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故最后得到 Iirar£ 1, 

(2) 由于 PC / H 1 ?"， 所以， J : v / l +/' dt > £ / 2 df = y •从而•当 r 一 + oo 时 •£ v/l + / 4 d 卜十利 
用洛必达法則，得 



yi + t A di 


= lim 




3/ 


(3) 由于 = 故广义积分发散.从而，所求的极限是言型不定式•利用洛必 


达法则，得 



(4) 由于 /(f > 在/=0处右连续，故对任窻的 c >0, 存在 〆 >(),使当 0< r </ 时，有1/⑺一 /(0 )|<f • 
今又取0<5<在'，使当00<占时，有 

于是•当 0<*r <6 时，就有 

/ n ^ + f = i i * (+■ ' 忐 ) + 音 〈 j+f=•■ 

故 lim ^ r m ^> dx = o . 

♦0 Jx C 

ft 后得到 lim x* J ' ^dt^Umr £ ^ d / lim x-/(0) [ ~^ - ] | ] 

=limxV(0>(4r - 丄卜迦 • 

”+o Vax ^ a / a 

* > 原题 （3)、（4) 中十 0 误印为 j—0. 


硏究下列积分的收败性： 

123581 r ^ n . 

提示注意备+00时 ，X 


X 2 


-x 2 + l 


解由于 


123591 J: 


提示注意当 


解由于 


X * 


_J 2 + 1 

dj 

y^rr 


(当 + oo 时），所以，积分 


收敛. 


时， 


J v^J 2 -M 

dr 

1^- 


x^TT - 
当: T -+ CO 时）， 所以，积分 f 


dx 


y ^ T \ 


收敛 • 


【2360 J J: 

提示注意由（1_工)=|^— 1( 当丨—0)，即知^ ^发散.从而，原积分也发散. 
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解 当0<1<1 时 JrurCO . 由于 Um ( l ~ x ) ZTTZZ = !i ^ 

X-^1 —O AII-X ^-♦l —< 


所以，积分 f ^ 发敗•从而，积分 f g 也 发散. 


【 2361 】 Jr j^-'e-'cLc. 

解题思路先将原枳分分成 


原式， 1 


x ^- 


d:+J: 




对于上式右端第一个积分，只要注意备 I 一+0时，: O 
foo 时， j 2 (〆 … e —，）- 0•从而，当 p >0 时，原积分 收敛. 

解将积分分成 

J 厂 ^- , e^<Lr= ’y dr+ 广 x^e-’dr. 


1 I 而对于第二个积分，只要注意当 


对于积分£ 


j :， dr ， cLr •由于 x '^( x " 


♦ 1 (当 x _ + 0 时〉 ，故当/>>0时（从而1 一/><1〉，积分 


^ 收敛. 


对于枳分 f 


由于 






0 (当 ： r 一 + oo 时〉 


故对于一切 /> 值，积分 1 ~ x^'e-dx 恒 收敛 . 

于是，当户 >0 时，枳分 J" ° Y l e 'dr 收敛 . 

【 2362 】 J: xMn* 士 dr. 

解将积分分成 

J j ： Mn ， +<Lc= j^ln* -^-dr+ J ( x p In* ~-dr. 

对于 积分几 W 士 dr ， 由于 


1 /In 一 \ q / In 一 \ q 

㉝ 。(卜 - 


lim 


(一士) 


1, 


故积分 xMM + dr 当一 g<l (即 7 > — 1) 时收敛•当一 g 彡 1 (即9<一1)时发败.于是，当 9 <一1时，积 

分£ 分 W + d _ r 必发敗.故下面可在 9 >-1的假定 f 来讨论^ xMM 士 dx . 

若/>>一1，可取 r >0 充分小，使 />— r > —1. 于是， 

, ( in^r 

lim x p t x^\n q ——= lim - / • =0. 


+ 。（士 y 


由 于一/ >+ r < l ，故此时 J » 收敛 
若/ ><-1( 设 g >_ l )， 則 

Jj In 9 -~ dx ^ [ T x Mn ^ -~dx 


^ - 


L 1 ( in 士)、 ( in +)— (' fi ) 
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故此时 jdr 发散. 


总之，仅当 户〉 一1且*?>一】时•积分 L ^1^ 收敛 • 


【2363】 




1+ x " 

解题思路仿2361題，有 


djc (n^Q). 


原式= 


l 右心+ r I 




对于上式右瑞第一个积分，只要注意当： T — + 0时， 


1+ x - 


I 一 ►十如时 • 


1+f 

从而，当 m ^> 一 1且 n — m>l 时，原私分收效. 
解先考虑积分£ 二由于 


i+y 


(当 + 0时〉， 


故积分£ 仅当一 m <：1 , 即仅当功>一1时收敛. 

再考虑积分 J "/ ^ rcLr •由于 j ^-1 (当: r - + oo 时〉， 
故积分 J 7"* 心仅当《 — m > l 时 收敛. 

于是•当 m > — l 且 n _ m > l 时，积分 (” >0〉收敛. 


dx (a^O). 


【2364】 J : ’’ 

解由于 arctami : r =— arctan (— fl _ r > ， 故。了设 a >0, 先考虑积分 


而对于第二个积分，只要注意当 


.由于 




故积分 £ 仅当 n - l < l 即当 n <2 时收敛. 


再考虑积分由于 




♦I (当 or —+ oo 时） 


故积分 J */ 仅当 n>l 时收敛. 

于是，当10<2时，积分 

ln (14- x ). 


dx ( a 关 0) 收敛. 


【2365】 J 厂 
解先考虑积分 f 


ln ( H - x ) 


jT 


:•当 n>l 时•取 fl >0 充分小，使 n-a >\. 由于 


1 _. lnO ± £ ) = ! nO ± x )_ 0 (当 十⑺时）， 


故此时积分收敛.当； 2<1 时，由于 
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X - in (1 ^ — (当广 ♦+ CO 时〉， 


ln(l + j :) 


故此时积分 f 
再考虑积分 f 
故积分£ 仅当 ”- i < i 即当 ”<2时收敛. 


• dx 发散. 

X' 

In ( 1 + j ) 


.由于 

广 • 十 0 X x -^4 0 X 


时，积分 f 


于是 •当 1</»<2 

x m arctanj 


ln ( l + x ) 


dr 收敛. 


123661 


I 


dx ( n ^ O ). 


解题思路仿 2361 題，有 


原式 = J: 


x"arctaiLr 


dr + 


I ； 


j^arctanx 


对于上式右蜞第一个积分，只要注意当 J - + 0 时， 


2 + r _ 
- tx - 1 


dor . 


| t 而对于第二个 


积分，只要注 


■arctanx k 

2T ?" y . 


意咨 ： r —+ oo 时， 

从而，备 m >-2 3 . n - m >\ 时，原积分 收敛. 


解先考虑积分£ -— r ^ djc . 


2 + 1， 


由于 


lim 


__ yT_arctanx 

2+1， 


lim 


arctanx 


lim 


Y 


故积分 t dJ 仅当一爪一】 < 1 即当⑺>一2时收效. 


冉考^积分 f 


x 1 " arctanx 


dj . 由于 




故积分 


£^arctan£ 
2 + x - 


dr 仅当 n — m > l 时收敛 • 


r 

于是，当 m >_2 R n — m >\ 时•积分 


arctanx 


dr («>0) 收敛. 


123671 " 


1 十 x * 

解当关 0 时，设 / U ) 


dr ( n ^ O ). 


•名 (1) = 7^ •则对于任意的 A >0, 均有 | E /( x)dx 其次，当 

n 〉0 时 4 U ) 单调 F 降且趋于零十 oo ) •从而得知积分 y ^( Lr 收敛.至于当 ” = 0时，积分显然 


发散. 


当^=0时•由于/ (当： r -+ oo 时），故积分仅当时收敛. 

于是•当时•积分•.收敛. 

【2368】 ^^dx. 

解 JH 思路首先，注意到^ = •(士 一^^. 
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其次，易证 P ^^ cLr 收敛•而 P ^发散•于是，枳分 P _ d ： r 发散，从而•原积分也 发散. 

J I J J | 工 J 丨 J 

1 — cos 2 x = 丄 ( J _ cos 2 x ) 


解方法1: 


2 x 


积分 JT " ¥显然发散. 

又因对于任意的 A >1. | J ^ co S 2 id — <2,且当 X —+ oo 时 ，士单 调地趋于零，故积分 f 
收敛. 

于是，积分 j "/ fcLr 发敢，从而，积分£一 ^ dr 发散. 

方法2: 

r 手 w 黑 w 遍 § 忐 -+ S +• 

由于不论 N 取多大，只要取/»=~,就有 

^^=^2 | = }^ t 十…十 … N= i 9 

故递增数列5„= (/1=*1，2,…）的极限 limS - 是 + wo.BP 2 4-= - foo . 

4-i K 一 。 *-o K 

于是，积分£_ fcLr 发敗. 

123691 


解 


先考 


do - 


• 对于任何</值，由于 


lim x p 


^。(士)'上?。(士 ) =1 


故枳分 h 


do : 


仅当/ ><1 (</ 为任意價）时收敛. 

•C 

再考•成:积分心 


sir / jrcos 穿 j 


• 对于任何 P 值，由于 


!蓼。(号-4㉛。(点)=,把(志)’= 


故积分 


sin^jcos 


II 

于是，当;><1且 9 < i 时，积分 p -■ 
【2370】 J : 


7：仅当 9<1 (户为任 意值） 时收致. 

dx 


收效. 


x-dr 


v /1- x 2 

解先考虑积分 P 
时 收敛. 


dx 




•由 于兇(广 7 fe ) = 1 , 故积分 J ? 仅当 


即当 


再考虑积分 dr . 对于任意的 n , 由于 


力。 (化7^) = 土。：^ 


V 1 + J 


故积分 


VI- 


dx 恒收敛. 
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于是. 当 ”>一1 


时•积分 竞 


收敛. 


123711 17 

解先考虑积分 f 不妨设 <?) = /> •由于 

上?。 (’ PT? ) = ii?ol+i*^ =1 ’ 


故积分 仅当/ ><1,即当 min ( p ^ Xl 时收敛 • 

再考虑积分•不妨设 max ( p ，0 = <7, 由于 

故积分1 仅当即当 max (/>, 9 >> l 时收致 • 

于是，当 min ( p •(/ ><1 且 max (/>，< 7)>l 时，积分 x ^ jc 9 收敛. 


123721 J : T ^. 

m 先考虑积分 f j^jcLr •由于 Y ^ F ) =0 , 故积分 f ■收效. 

再考忠积分•由于 r ^ O " 30 , 故积分 li r^ dj ■收致. 

于足，枳分£ y^Ar 收敛. 

【 2373 】 rf M^El dXt 

Jo Vx 


解由于 


lim [xT 

，•+ oL 


ln(siar) 

~ 7 T 


]= lirp 。[ (^4^) 3 v^sinj ln ( sinj ) J = 0 , 


故积分 j*f 收敛. 


123741 n 

解先考虑对于任意的广由于 



故积分 f 仅当 9<1 且/>为任意值时收敛. 

再考虑积分 J "/ 如果/充分小，使/则对于任意的…由于 


士-?^) = 』?1(士) =0 , 


故积分 J 7 J 7^7 收敛 * 如果/ ><1 - 9<1,由于 

r^r 

歸 緣 


dx (lar) 


ln f x 


1-9 


=+oo 



于是，当 p > l 且 q < l 时，积分1 

123751 rv 


dx 


? ln^r 


收敛. 


解先考虑积分 f 3 -7 

J € 


(lru:) 9 (lnlar) r 
dx 


(InxJ^Clnlar) 


; •对于任意的 /> 和9,由于 


lim 


(x-e ) 1 


(lar)^(lnlnx) r 


= +(，。：)’ = 去(，。士） =e, ” 

xlnx 


故积分 JcV 


dr 


(lar) fl (lnlar) 


; 仅当 r < l 和为任意值时 收敛. 


再考虑积分 jr 


dx 


7 .分三种悄形讨论： 


( lrlr ) 9 ( inl ^ u ) , 

(1) 如果 〆 >1，9和 r 为任意值.取 a >0 充分小，使 p — C > l , 由于 


lim 


^\nx)H\n\xxxY 

故此时积 dnxr 她 
(2) 当/>=】时，则有 

rv dj 


= lim 


(\njr) Q (Inlnx) 


0, 


H : 


dx 


(liu:)^(Inlar) r Jm x f (lnx) r f 

d:r 


利用 2374 题的结果得知，当/>=1,</>1和 r < l 时，积分 lnlnx ) 
(3) 当 p <\ 时，取占>0充分小，使/>+5<1.对于任意的和 r , 由于 

.ri*7L (Inj) , (lnlru:) r x -^i. (ln_r”(lnlnx> r 一 + C 
故此时黯 发败- 

于是，当 X »> lw 是任意的， r < l 和当 p = l . g > l , r < l 时，积分 J7 


7 收敛 


dr 


(lnj) 9 (lnlnj) 


7 收敛. 


【2376】 J ' 


dx 


x~a x 〜 I x~ai I ^ ••• I x~a m | 


( ai 〈&<••• 


解首先，被积函数关 于+是 t p , 级无穷小（当 X — 士 OO 时〉. 

i»l 

其次， 

iim ( u - a.r 


卜 


(0<^< + « 


，2,… f n)t 


I n , 丨 ’1 丨 n 2 丨 I x — a m I 

故积分 fZ u 二“, . hu - 二… “Inh 当 I ： A >1 且 P ,<1 (间 ， 2 , …⑷时收敛. 

【2377】 clr . 式中 P”(xm P ,(* r ) 为次数分别为 m 及 n 的互索的多项式. 

解当=0在 [0,+ oo ) t 有根 A 并 设其® 数为 r ($ l > 时，由于 PJx ) 与 P _(: r > 互素，故 A 不是 
P „( t ) 的根.从而有 


力 [(: _ A)r 篇]〜 °， 


而且显然在点 A 的右(左)近旁，都保持 定号. 由于 r > l , 故积分发散•由于 lim 


故积分£ 


P .( x ) 


(x) 


cLr 仅当 n — m > l 即当 n 〉 m + l 时 收敛. 


(x) 


PnU ) 


6 关 0, 
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于是，当 P „ U ) 在区间 [0,+ oo ) 内无根且”〉 m +1 时，积分 I 。 

研究下列积分的绝对收敛性和条件收敛性： 


PAx ) 


( Lr 收敛. 


[2378] 


解題思路 


其次，由 


解 


dr. 


易证积分 Jr ^ cLr 收效.而积分 B ^ dr 显然收效，故秋分收效. 




( x >0) 及2368题的结果可知，原积分不是绝对收 敛的. 


对于任意的 A >1, 由于 | f : 3 inxAr |<2, 且当 x 一 + oo 时 ，+单调地趋于零，故积分 f ^ dr 收 
敛.而积分£ 是普通的定积分 （_ 在1 = 0有可去不连续点，故补充定义其值为丨后可视为 

[ 0 , 1 ] 上的连续函数），故积分 f 收敛.但它不是绝对收敛的 • 

事实上，当了〉。时 ， •由2368题知，积分 J ^ fd:r 发敗•故积分|^| dr 发敗. 

123791 


+ 100 


解对于任意的 A >0, 由于 Ifcosxdr <2,且当： r —+ oo 时，《地趋于零，因此，积分 


Jo i $ T 5 o dx 收敛.但它不是绝对收效的. 


事实上 ，由于 




sx\ > ^/xcos t x_ 1 (_Jx_ >/xcos2x\ 

尤 +100 ， 尤 + 100 2 VJ+iOO TTToo I f 

且』故积分 n # 发敗 •仿照前半 段证明 ，可知 


dT 收敛.从而，积 


心 发敗. 

于是，积分 J 7 发散. 

【 2380 】 ^sin(x«)<Lr ( 9 ^0). 


解设 f =: r g ，则 dr ， 


•于是 • 


J x ^ sin ( x f ) dx = 
先考虑积分£ r 宁- 1 sin /*. 由于 




sin/dr. 


lim (/ 


lim — = 1, 


sin / d / 仅当<1，即当7> — 1时收敛.又由于被积函数在 [0,1] 上非负，故也是绝 


故积分£^? 

对收敛的. 

再考虑积分 f 斤 — siiud /. 如果 $< 1 ，則由于对任意的 A >1, | sin/df j <2且丈丫 _1 单调地趋 
于零（当十的时}，故此时积分 f - Zf ^ sin / d / 收致.如果$ = 1，则积分 r 宁 - isirnd / 显然 发散. 


tti - 
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从而，积分 t ^^ sinldt 也发敢 • 如果之土^〉1，则由于 Um = + 00, 故对任给的 A>0, 总存在正整 

Jo q ，— 00 

数 N ， 使有 2/ Vtt 十子 >A ，且当 f〉2/V7r+ 子时， f 〒— ！ >>/?. 


今取 A f = 2 Nn + Y 9 ^ = 2/V7r+y» 则有 


IJ ： 


sin/d/ 


> J 2 I sin/d/1=1, 

它不可能小于任给的 e(0<e<l ), 因而，积分发散，从而•积分 


t±l 


rdr 也发散. 


于是，仅当一 1<M<1 时，积分 )7° /^Nsin/d/ 收敛，且当$>_】时•积分£ 、inrd/ 绝对 


收敛. 


下面我们考虑积分 I 

时•由于 


sin/d/ 的绝对收 敛性. 分三种情形讨论 •. 


I ^ 


( 1 « 十， 


a ii 


p +\ 


d / 收敛•故当 Y<0 时，积分 f 5in^d / 绝对收敛 


(2> 当 f，， 由于 


n 


£±1 輯 




^J, 

oil *♦ 

t 


d/= +oo 


故此时积分不绝对收敛（但条件收敛>» 

(3) 当^1>0时，由于 
</ 

|r^-»sin/|d ^{7 ¥ 山， +00, 

故此时积分也不是绝对收 敛的. 

于是，当一 1<^<0时，积分^ W /^-'sin/di 绝对收敛. 

最后我们得到：当一 1< + <0时，积分 J^> S i n (^>dr 绝对收敛；当0<$<1时，积分条件 
收敛. 

【2381】 J 厂 ( 9 ^0). 

解先考虑积分 f ^? cLr . 由于 


1+/ 
lim 


把(，-，微=，。(，占)= 

故积分 *C 仅当即当 P>_2 时收敛，且是绝对收敛的 

x p sinx 


再考 is 积分) '厂 

(1) 若 P>«?， 则对任何 A>1, 必存在正整数 N , 使 2 N K ^ f > A 且当: r>2/V7r+f 时，恒有 y ^>+. 


于是，对^ = 




，有 






= f ， 


它不可能小于任给的 ^ 故积分 f 


x p sinx 

TTF 


( Lr 发散. 


(2> 若 /)<g—l ， 取 a>0 使 />+o<g — 1 ，即 9 _ /> 一 01 ，由于 

- T ^ |siai1 = ，-(点 • ^) =0, 

故积分&绝对 收敛. 


<3)现设 g — K / x ^ .先证 f 




1+/ 


• dx 发散.唞实上，此时•可取八。>1•使当。时 • 


1+尸 


> 


—故 


j : 


分 I sinx| 
1+/ 


心 = J: (iri- 1 〒 |) 砂 +C I 〒:卜 =+ oo . 


从而， IT " 发散. 


再证 r 


j^sinx 

1 + j " 


dx 收敛•亊.实上，若 9=0, 期一 l < p <0. 


x^sinx 

l+i ， 


dj 


HI ； 


然收敛 


» 若(?>0，由于 ( ) / =^~ ， [ f ^’] < 0 (当立充分大时），故当 I 一 


a^sirircLr 显 
时，单调递 


减 趋于零•而 sir^dx I « | cosl - cosA |<2 有界，故积分 f^fcLr 收敛.总之，我们证明 了：当 
<7 — 时， J * 厂 f ^ fcb : 条件收效. 

于 fi , 鼓后得结论：积分 f ^ fdr 当 /»〉一2, g > p + l 时绝对 收敛！ 当 p >-2, p < q < p +\ 时条 
件收敛. 

士） 

I2382J - r^— Ar. 

Jo X 

解23 n <0 时，积分显然是发散的. 

r-f« sin(j+ 士） 

当 n>0 时，苣先考虑积分 J —— ? -■ : ■ dr (a>l) .由于 

f - &(•!*+ 士) ( 1 ~ i r ) sin (- r + T ) 

1 K J ， 


而 


又当 X 充分大时，有 


| L " ( l - p ) sin (^^) dx |- jco S (a + - i -)- cos(A + - J -) |<2. 

^•(卜 去卜 … (，-¥) >0 ， 


故当 X 充分大时，函数 x^l — 士)是递增的，从而，函数 
积分 心当 „ >0 时收敛. 


X - 


( 卜士 ) 


当 X — + 00时递减趋于零.由此可知， 


179 



sin(j ： + 士） 1 

再考虑积分 J 。 一(0</<1>.设了=丁，則 

f s«n(x+y) f — sin(/+y) ^ 

Jo — ^ — /- &， 

由前所述•此积分仅当2 — r »>0 即当 n <2 时 收敛. 

滴注意 ， f . _ (: :7) 心 (0 <，<1<«) 是一个通常的积分，它对任意”均有意义•于是，当 0<”<2 


时•积分 


sin ( i ++) 


dr 


收敛. 


可以证明 ：积分 


卜 (i+ 士 ）| 


cLr 当 0< n <2 时发敗.事实上 • 


sin( jt+ 士 ） | sin z (i+ 士 ）1 — cos GO 

M TV — A ~ : 


而当 0< n < l 时•积分 g 显然发敗•积分 


dn 收敛（仿舫半段 证明〉 •故当 0< n < l 时 


积分 J : 




心发敗，从而•当 ooo 时•积分 


cLr 发散. 


对于 l < n <2 的悄况，可考虑对积分作变换 x =|， 則得 


•• | sin ( x + T ) 


dr 


= J : 


“ n ( f ++) 


t 2 


dt . 


仿舫可知，当 0<2 — n < l 即当 l < n <2 时，积分 


sin(x + i ) 


dr 


发散.从而，当 l < n <2 时，积分 (" 


S in(! + 士 ）| 


dr 发散. 


«后我们得 到：当 0<»< 2 时，积分^ 条件收敛. 

【2383】+]^ ^^ siardx , 式中纥（1>及 P . Cr 〉 为整多項式，且若 _ r > a , P .( x )>0. 


解今仿2381题解之，设 

P- {x)=aoi m -l-ajx*' 1 + … • P,(j) = 6ox" + 6i 
其中 m ， n 是非负整数 ， a 。/0,6 c 9^0. 

(1) 若 n > m+l ，可取 < z >0 充分小，使 — 由于 

. \ _ .. I j ' P . Cx ) I Isinxl 




lira 


> -( x ) 


iinx = lim 

十 oo J ： F m (X) 


= 0, 


而 


n — m - a > l , 故积分 ^ g siardr 绝对收敛. 
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xP m ( or ) _ 


(2) 若 ‘m + l . 我们证明此时 J ^^ gsinxcLr 条件收敛.事实上•由于 jjm = f ，故存在 

> a : ，使当: r > A 。 时，恒有！ 卜龆，于是. 

P m (x) 




PAx) 


H d W: 鬧 11 钟 I 苧 h 


故 I ： 


鵠一心发散.此外，易知 o — 时 


( 餵 ) ， 


[P (- r)p ^ ^OoboX 2 " ^ 2 aiboX 2m ~ 1 +•••+ (a m i6„u —a m b m ) J , 
故若^>0,则当 x 充分大时， ( Jg )’<0 , 函数递减•若〜 6 。<0 ,则当充分大时 


> 0 ,函数递增.总之，当 x - + oo 时单调地趋 于零. 又显然可知 sinxdx 
£ ' ^ 


<2,因此，积分 


^ PjAll 
PnU) 


sinxdr 收效. 


(3) 若 n < m + l . 由于 n ， m 都是非负粮数•故 / i < m . 因此 • 

ft * … 


lim 


P _( i ) 


ir -* +oo P n ( j ) 


+ oo f n<.m 且 a o 6 o 〉0, 
、一 oo t n<m 且 ci o A o <0. 

P _ U ) 


于是，存在 A ' > fl 及^>0,使 a x>A - 时保待定号且 


\(r) 


> t . 今对任何 A >〜 可取正整数 


N •使 2 A ^+ j>maxMW } •令 A ’ = 


，，=2 Nn + 号，则 


| f：fe 


u ) 


(x) 


sinxdx 


1 


>r siardj 


rV 2 


( 2 ) 


P (_ l )[’] dr . 


它不能小于任意的 e (0<€<¥), 故 £°° ^ gsiru - dr 发敗. 

最后，我们得出： ^ fysinxdj 当;十】时绝对 收敛； 当 n = m + 】 时条件收敛. 

【2384】若 f /(: r ) d:r 收敛.则当* r —+ oo 时是否必有 / ( J ：) — 0?研究 例子： 

(1)J 。 sin(j a )drj 

解不一定.例如， 

⑴积分° sirKx^dr 收敛.亊实上•它是2380题之特 例：/ >=0,<7=2.但是 ， lim sin ( P ) +存在 ； 

(2> 先证积分(一 l ) [ iZ ' dr 收敛.亊实上，对任何 A >0, 存在唯一的非负粮数 n , 使 
显然 A - + oo 相当于 oo . 当非负 整数〉 时 •[>*] = ▲.于是， 

J: (-l) c，2] -l)*dr+(-l)-(A-v^) 





VkTT^/k 

由于 ^ 递减趋于 0( 当6 一 °° 时） ，故!土 2 <-!>* 存在有限（参看2656题前面的变 

号级数的莱布尼茨判别法），设为 S . 又显然 
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•0 ( 当 n — oc 时）， 


>/ n +\ +^n 

fe^lirn I ' ( — uAcb — S ， 因此，积分 ( — l>:， 2: dz 收敛.但显然, H (_ l ) [’不存在. 

【2385】设函数 /(d 在 0,6] 上有定义且无界，可否把函数 /( x ) 的收敛广义积分 

[* /<^)Ar 


看作对应积分和 


•w — 

2 /(^. )Ax t t^x f = j f -f, — 


的极限？ 

提示不能. 

解不能 . W 为若是瑕点•則对于 [£1,6] 的任何分法•不论其 


多么小，当分法确定 


m m 

以后，设 c ： e |>,, 易 〜]•则总可以取（，使 U /( e .)^. 大于任何预先给定 的值. 因此•当 max | Ar ,|— 0时 


E fm 不可能具有有限极限. 
#-0 

【2386】设 

收敛，函数 〆 •!•> 有界，则积分 


J 厂 /(x)dx 


( 1 ) 


厂 /( 却 ：〉 ir (2) 

是否必定收敛？举出适当的例？. 

若积分（1>绝对收敛，问积分 (2) 的收敛性如何？ 

m 鼉思路 不一定收敛•例如，枳分 J 00 收敛 ， 9 >(* r ) = sinj 有界，佴是，积分发散. 

其次•设丨 9 (川 <1 則命丨 /( > r ) 9 ( > r 〉|< L |/( < r )| 及 f |/( x)|dr 收敛•即知 j … /(• r ) 9 >(： r > dr 绝对 收敛. 

解不一定•例如，积分 _ dx 收敛 "，R #■!■)» situ ■有界，伹是积分 $ dr 是发敗的"、 
若积分 （ U 绝对收敛， 〆 x ) 有界，則积分（2>— 定是绝对收敛的.亊实上，设，则由不等式 

|/( j :)9>( x )|< L |/< j ) | 及 I /( j ：) |dj 

的收敛性即可获证. 

* ) 利用2378題的结果. 

* * ) 利用2368题的结果. 

【2387】 证明：若 J ^/( x)dr 收敛， /(■!：) 为单调函数，则 

/ Cr >- o ( 士）， • 

证明思路不妨设/( X )单调递戒（若 /(d 单调递增，可用一 /( jO 代替/( X 〉即可）.用反证法易证，当 
T 彡 a 时 ，/(* r )>0 •任绦 e >0, 由于收鈦，故存在 A > a ，使当 x > A 时，恆有 


I ； 


nodt 


< 


y - 


但是， 


J;/ ⑴ dr = J; /( r ) d /^/( x ) ( x — I ) = ffU ) . 


故当 时， (X ： r/(x 〉 <e. 于是， li^i :r/(jr) = 0 •即 /( j )= o (-^-). 
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证不妨设/( X )单调递减.先证当时， /( x )>0 •若不然，则存在点使 /( c )<0. 由于/( X ) 
单调递减，故当•时， /( x )</( c )， 从而， 

J / ( j -) dr < J /( c ) dr = — 00 . 

因此，积分 f /( x)dx 发散，这与积分 J ^°/(* r)cLr 收敛 矛盾. 于是 ,/(_ r ) 为非负的单调函数 • 

下面证明 /(- r )= o ( y ). 由于积分 J ^/( r)dr 收敛，故对仟给的 e >0, 总存在 A > a , 使当: r >/\ 时， 


恒有 


| f ： 


/(/) d / 


I . 


但是， 


J r /(/)d/>/(^) (x—-y) =-y/(x ), 故当 x>A 时， 0<x/(:c)<e ， 即 


limx /( x ) = 0 A /< x ) = o (~). 

如果 /(： r ) 单调递增，则可考虑一 /( z ) (它是单调递《的>.间法可证得 /( j :) = o (^-). 


O 原題为/(>10 = 0( + )，现在的結果更好. 

【2388】设函数 /(d 在区间00<1内是单渊函数，且在点 x = 0 的邻域内是无界的，证 明： 

若 £/Cr)d:r 存在，则 

证设闲数 /( T) 在 （0.1] 内是单调递减的•这时 lim/(«r> = +oo . 先设 / Cr)>0 (0< j <1 时）. 由于积 

x— +0 

分 f f ( x ) dx 存在，故把区间 [0,l]n 等分后，即得 

J 。 /(x)dj — /U)dr + 

另一方面，又有 L /(x)dx> 2] /(+) 士 .从而就有 

0 <!' 0 2 / d ) < l ! ，(施 

由于 lim [7 /(jr)dx = 0. ift 

把 士 §/(+)■ J :/(:>&• 

如果不满足 /(：r)>0, 即 /(or) 可正可负•则函数子(1> = /(1>-/(1)满足 ( pU^O (0<x<l) ,且同样是单 
调递减， lim^p(j：) = +oo •故根据已证的结果，知 

X —4-0 

lis 士 § 9 (+) 0 )仏 

即 S :/( + )_/ ⑴] =£[/ ⑺一 /⑴] d：r, 

由此即得 2 /(A)= £ /(^)dr. 

当 /(X 〉在 [0 ， 1] 单调递增时（这时 lim /(«r)=-oo), 只需对函数一 / (a:) 应用上述结果即获证 • 

【2389】 证明： 若函数/⑴在区间 0<:< a 内是单调的，且^分/⑺虹存在，则 



证不妨设 /( X> 在 0<j：<a 单调 递减. 先设存在 0<3<fl 使当0<1<|5时 t/(j)^0. 这时，当0<0：<及 


时，有 


t^fU)dt^f(x) \[ t f dt=C P x^ l fU)^0 

7 i-(ir 


其中 




户 +i 


Un 2, 


P 妾 一' 


故 C p 是正的常数.于是，由^ ^/&)如存在，知 limj \ v(Odt -= 0, 

从而， Umi ，+ i / Cr )=0. 

再设不存在上述&于是，由/( X )的递减性知，当 OCiCfl 时•恒有 f ( x )< 0 . 于是，当 0< x <-| ■时•有 

J 2 " ，/⑴ d /</ U ) fM /= C ； x ^* /( x )<0. 


2，" 一 


其中 


P 竽一 


C; — />+1 , 

In 2 t p = — 1. 


敗 C ; 也是正的常数.于是， 〆/ ⑴山 

由 P j，/(:r)dr 的存在性知， lim 广〆 / ⑴ df = 0•从而 ， limx^/(i) = 0•证毕 • 

JO x—-^0 J s x—^0 

【2390】证明：⑴ V.，)• J* 二 ^-0, (2) V. P . J o *° y ^-0, (3) V . P . ainxdr- 

提示 从定义出犮. 

证（1> 由于 lim ( [ — + [ 七 •> = “ m(lnc — Inl + lnl — lnc ) = 0， 

c— ^0 ' J -1 X J ^ X i c—4-0 


所以 


, V . pj : 

(2) 由于 


dx 


0; 


• 把 (J: • L AO'— 。 1++H - +H 宁 I) 




所以， V . p . J* x y ^7 = ° 1 

<3> 由 7 lim [ sinxdj= lim ( — cos6 + cos6) — 0 f 

j -. ♦一夺 00 

所以， V.p 厂 siordr = 0. 

【 2 州】证明：当 x>0 且 x 关 1 时存在 lLr=V. P. £ 


证当 0< i < l 时，由于 4= o, 故将 t 在 t = 0 处补充定义后成为连续函数，于是，积分存在. 

当: r>l 时，首先注意到下面这样一个 结论： iaCfO 时， 

V . P . 「兔 = l im (p 兔+「 l) = ln 匕 £. 

J： _ f •一 o Y J. x ~c Jr ^ x — c / c —a 

其次，利用 具比亚诺型余 项的泰勒公式，有 

lnx= <x-l) + [a(x>- 1 ] — 
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式中， ⑺ =0 . 由此即得 心古 

上式等式右端的第二项在 X =1 的附近保持有界，且对于任意的 X 值连续，因而是可积分的.第-项的 
值”如舫所述，它是存在的. 

于是，当且： T ^ l 时， Ux 存在. 

* ) 原題误为“当： r >0 时，…”. 

求下列 积分： 

123921 v - p - r - 

提示 注意点 i = l 及: r =2 为被积函数的瑕点，从而，由定义即易 获解. 



§ 5 . 面积的计算法 

1°直角坐标系中的面积以两条连续的曲线: y =： y ,( x ) 和;与两条直线 n 
和 _ r =/; ( a </0 为界的图形(图 4. 14>•其面积等于 

S = £ [ y 2 (- r )-^( j -)] dj . 


阁 4. 14 阁 4. 15 

2 -用参数方程给出的曲线所围成的面积若 • r =* r ( O ,： y =： y (/)(0< f < T ) 为一分段光泔的简单封闭曲 
线 C 的参数方程，并旦沿曲线的环绕方向为逆时针方向，使得该曲线所围图形总是位于 K 左侧（围 4.15). 
则此 ffl 形的面积 S 等于 

S= — J J x(t)y ， (t)dt 

或 S —-^- J [ j (/). y / (/) ^ yCO . yC / Jjd /. 

3° 极坐标系中的面积以连续的曲线 r = r ( W 和两条射线免 
和沪=芦 U < 和为界的廟形 4. 16) •其面积 S 等于 

S=*y | r 2 (<p)d<p. 

【2396】证明：正抛物线弓形的面积等式中 A 为弓形 
的底 ， h 为商（图 4. 17). 

提示 6知抛物线的方程为 y =-^ J ^+ h . 

证设抛物线的方程为 y = Ax ? + Bx + C , 

则当文=士~|■时，得 y =^ p ± y + C =0, 

当 i = 0 时，得： y = C =/!. 解之得 A =-| r * B = 0. 

从而，： y =_#^ + / i . 于是•所求的面枳为 

s =2 L t 卜-萝 今 _2卜-|^)|:-|6* 

求以下列直角坐标方程所给曲线为界的图形的面积、 

【2397 】 ax = y z • ay — x z . 

解如图 4. 18所示，交点为 A ( fl ， a >& O (0,0). 所求的面积为 

• 在第闪飫的这一节和以后各节都把一切的参数当作是正的. 
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【 2398 】 y=x z ^ x + y=2. 

解如图 4. 19 所示，交点为 A ( — 2,4) 及 B ( l ， l 〉. 所求的曲积为 



【 2399 】 y=2j ： -r 2 . : r+y=0. 

解如图 4. 20 所示，交点为 >\(3, 一 3> 及 0(0,0). 所求的面积为 

S = \[ [(2: - ¥)- (- x)]d:r=( 字 - +— ) «4 +• 




【 2400 】 y = | lgj | • y = 0 . x = 0 . 1 1 J =10. 

解如图 4.21 所示，所求的面积为 

S ~ | lgrdx -4- | lgjdx = ( — j - lgj -*- xlge ) 

【 2401 】 y — x + sin 2 x ( O ^ x ^ ir ). 

解所求的面积为 


5= J 。 (j+sin 2 j —x)dx= — ^-sin2x) 


+ ( jig 了一 : rlge) 


9.9-8. llge ^6.38. 


y - 


124021 


， ^=0. 


解所求的面积为 


S = f ~ o dj = 2a 3 lim [ 、心、 =2a J lim 丄 arctan6 = 7W: 

J-oo a 十 j* 砉， +00J0 a + j b^^oc a 


【 2403】 ~+ ^=1. 
a o 

解所求的面积为 

S =4 J: + (fv^* 




= nab. 
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如图 4. 22 所不，图形对称于原点.所求的面积为 
S=4 | x Ja l —x 1 (Lr= - |-(a 2 —x 2 )T =去 




图 4.22 

5】 y=2/>x, 27/>y =8(j—/>) 3 . 

曲线 L, ： 27py =8Cr — p” 与曲线 l 2 :y 
t 所示，所求的面枳为 


图 4.23 


2p：r 在第一象限内的交点为 A(4p，2>/2>> 


s=2 V P = !!^ 2 


6】 Ax 1 +2Rry+ Cy 2 = 1 (AC~B ? >0). 
解方程，得 


- Dx - 


-C(Ax 2 — 1> 


及 yz 


Rr + 


一 C(Ar z -l> 


C(Ar 2 — 1>>0 •即时 •: y : R yi 才有实数值•设，则所求的面积为 
= f a <>2->»i)ctr=-g-J - - (AC-B z )x z dr- VAC - B 2 ^ vW dx 

= 7 t / AC - B 2 

c 2 VAC - B 1 

71 /=^^(蔓叶线），1=2 0 . 

参阅272题的图诹.令并利用1921题的遂推公式. 

所求的面积为 


2 a — x ^ 

1921 題的递推 


12408] 





屮:( 


a\n 


a + 


-2a lim「ln flWa - 

= 2 a lim ( y l n Q J--vgZ 
f--^o v * 7 v 


Va z - jy y 

j ^- d y ~ 2 (f y arcsin f )|] 

亨二 鑛 sinf )| , -字 =抑 2 _亨=字. 


12409J y 2 = 


(1 + 


7 < x >0» n > —2). 


解所求的面积为 


= 2 \ 7 14^^ =2 - it? 


lim arctan/ 


6 - 2 ；r 

0 _ r »+2. 


*> 设/ = 1中. 

【 2410 】 y=c^ J s\nu . y = 0 (x^O). 


提示所求的面积为 S= lim t (-1 尸 e 〜 sirurdr, 并利用 1829 題的结果 . 


2 灸 |0 ， … 中的值为负，而在 （ 0 ， ir) ，（ 2x ， 3ir) ， m ，（ 2*ir ，（ 2*+l>ic) ， “. 中的值为正，故所求的面积为 
S = J e~*siru:dj：— J e' T siiLrdr+ J e _ *sinxclr - ••• + ( - 1 )* J e ■*sinxd > r+ … 

=Jim g (-1)* J : 广 e-sin^cLr=lim g ( 一 1” 二 | ( 亂 

-Um 2 (一 1>* 十 1 i-[e-« + »>-cos(ik+l)ic-c-* , co^ic] 

= lim f] j(-l) … [(-1 广 , 卜川 ■ 一 ( 一 l” e -“] = |lim 它 [e _- + 广 ] 

fzi z 2 fit 

=ylijn [1 +2e ■> ••+u-w] = + lm[l + 2e ，《 

= y( 1+ A^) = T*ST = i co,h f ss0 - 545 - 

【 2411 】抛物线 y=2i 把 M ； r l + ： /=8 的面积分为两部分，这两部分的比如何？ 

解抛物线 y 和圆 _^+/ = 8 在第一象限内的交点为 A(2,2). 

设这两部分的曲积分别为 S, 及 (ffl4.25 ), 则有 

S|=2 Io ( ys-y )dy = 2(f 78-y+-|arcsin --Ly) 卜 2 «+音， 

S 2 =8it-(2n+y)=6ir-y. 


2 笑 + 


于是，它们之比为 




T _ 2 n +2 

4 一 9ir-2. 




图 4. 25 


图 4.26 





【 2412 】把双曲线 *r z —y 上的点的坐标表示为双曲线扇形的面积 S 的函数•此 
扇形以双曲线的弧与二射线 OM 及 OM' 为界，其中是点 M 相对于 Qr 轴的对称点 . 

解如图 4. 26 所示•则有 

Y = [ v/x 2 -^ 2 dx= -yln(x+ n/x 1 -a 2 )] I 

及 51 =2( ¥ -|)=^.„^. 

若记 & =s ， 则由上式得 

T-\-y=ae ^ . ⑴ 

以（ 1> 式代人 : r 2 —y =fi 2 中，易得 


x — y=ae 


由 U> 式及 （ 2) 式，解得 


ar = a 


ach 


•I 及 


求下列参数方程所给曲线所围图形的面积： 

【 2413 】 x = a(t—sint) fy=ai 1 — cost) (0«2x> ( 摆线）及 y=0. 
解所求的曲积为 


1 +cos2/ 


S= J 2 a(l—cos/) a(l — cos/)d/ = o z J (1 一 2cos/ + 

=a z 2sinr+-^-sin2/) | =3ira 、 

山此可见，所求摆线一拱的面积 等于原 来母岡面积的三倍 . 
【 2414 】 x™2/ — / 2 1 y™2t 2 —t^. 


.r<0, ^^(^ 当 f 〉 2 时 •: r<0, y<0. 如 ffl 4.27 所示•所求的面积为 

S = - (2/ 2 -/ 1 ) 2(l-/)df=-2j^ (/ 4 -3/ z +2/ x )d/=^. 



图 4.27 


【 2415 】 x = a(cos/4-/sin/) f y=a(sin/—/cos/) [0</<2 tt] ( 圆的渐伸线〉及 x—at y<0. 
解所求的面积为 


. 0 


a(sinz — tcost )atcostdt — 


L ydx 


=u 2 +-^-^sin2/ + -|-/cos2/—-^-sin2/) | — >»dj= ^-(4^ 3 4-3ir)— ydx, 

K 中 jm.vdr 衣沿肴从点八 0 ，一 2 脱）到点 BU ， 0) 的直 线巧上 的枳分 . 由于在 ;^ 上 : ，故 dr 

iftJ • J_ ydj- = 0. 

于足，份 s=Y (4ff3+3w) - 

【 2416 】 ^* = a( 2cos/ —cos2/) f y = a(2s\nt — sin2<>. 

解所求的面积为 


= 0 •从 


s = 


Y J —yx, )dt 

\ nx 

— I [“ （ 2cosr — cos2 / )a( 2cos/ — 2cos2^) —a( 2sinr — sin2f)a ( — 2sin/-+-2sin2f) ]d/ 
= 'S(r I ( 1 — cos/cos2/ —sin/sin2/)dr=3a 2 j* (1 一 cos/)d，= 6na 2 . 
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【2417】 j =— cos 3 ^v = Vsin 3 4 ( c 2 = a l — b l ) (柄 圖的渐屈线） • 
a o 

解 如图 4. 28 所示，所求的面积为 

S = 4 J ? -^-sin 3 / ^-cos 2 /sin/d/ = ^- J 2 sin' /( 1 — sin : /)d/ 

求下列极坐标方程所给曲线所围图形 S 的 面积： 


【2418】 〆 = a 2 cos 2^ (双纽 线）. 
解 如图 4. 29所示•所求的面积为 


S =4 • j I ' “: cos 2 —广 o *. 




m 4.29 


【2419】 r = a ( 1 - f - cos < p ) (心脏线）. 
解 如图 4. 30所示•所求的曲积为 



T 


•霈 

“ 2 ( 1 + cosip ) 2 dip 

, 0 


A 


na 


124201 r = asin 3 <p (三叶 线>. 

解 如图 4.31 所示，所求的面积为 


S =6 • + [ a : sin 2 39 d 9?=~ f -. 


【 2421 】 (抛 物线〉，产子，， = 号. 
解 所求的面积为 



图 4.30 



S 4.31 


s ^ y \\ ( i - Ss ^ d ， = $—«4 csc< Kf ) = 一芊(⑽ f ++ cot3 f )|1 



cot j — 1 


124221 

解 

5 - 


= TT ^ <0< e < l )( fffiia ). 
所求的面积为 

t) 2 da> ， f* d(p 


% n 
• 0 


(1 + 
l +€ 




( l + ecos ^): 


设 tan 号=1， 并 i 己 “ 2 = ]~ T ^， 则有 


J 


dw 


(l+£COS«> 


=fd 


2( 〆 十 l ) d / 


€) 2 (/ 2 + a 2 ) 2 ~( l - e ) 

2 t . 2(1 — 2 




2(1 


- a 2 ) [ __ d / 

(1^7^ J 


a (\- e ) 2 


arctan 


( 1 - 


a 2 ) _ 

e) 2 2a z (/ J 


arctan 


+ a 2 ) 2 

士 r 


a 
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当时， 0< f <+ oo , 从而得一广义 积分. 于是•经计算得 

H 命+總卜! =☆ 


利用 1921 題的速推 公式 . 


【 2423 】 r=acos<py r=fl(cos 9 +sin^> [M ( 专 ,0〉€ S]. 


解如图 4.32 所示， 


\ OA \ 


=-工 


阴影部分即为所求的面积 • 
曲线 L, ： r= acos^t L 2 


= fl(cos 9 >+ s\n<p). 所求的面积为 



S=y ( y ) +y a 2 ( cos ^+ s —): dy >= 


(n-1) 


图 4. 32 


I2424F 求由曲线 9= 


射线 9=0 及所阐成之扇形的面积. 


解当 y 由0变到 g ， r 从0 变到万 •而 


d?> = ( Y^j+arctanr ) dr. 


所求的面积为 


S = -y 1"^ ^ jir (「^F + Parctanrjdrs [jr 1 — 十 r*) + +r*arctanr] I 

= y ~ T ln2+ ? ,r - 

【24251 求封闭曲线所围图形的面枳. 

■ 当曲线封闭时， r 由0变化到 +oo •所求的曲积为 

s = Y T r n + FTn +7 F d, 

4( IT 7 F _ tJ ! TT ? + yI ! ( ITT ) 7 ! 

= 2 ^ ^lim { - jnVo-T arctan/- T # TT7i[ = ^( 1_ f )• 

变为极坐标，求下列曲线所围 圄形的 面积： 

【 2426 】 x 3 +y=3aa:y ( 笛卡儿叶形线 〉. y 

提示注 * 号 , 并令 uny 〜. 1 . 

解 r 3 (cos J 9 4-sin>)=3ar 2 cos ? >sin 9 „ 于是，參 

■ a 、、、0 、 

当沪 e [0, 号]时，00,且当卩=0及沪= j 时 ， r =0 •所以，从广0到9>= 号， 

叶形线位于第一象限部分所围成的面积，即为所要求的面积（图 4.33) V 


【 2427 】 〆 十 y =^(^+〆）. 

提示注意 >•= ^ a - -■ 由于图像关于 i 粬及 y 轴均对称•故所求面积为 

y/2 — s\n 2 2<p 

2a 2 


v 2 —sin 2 2 ^> 

s =8， tL * 

解 r 4 (sin' 9 + cos 4 9 ) = fl 2 r 2 ，于是 


2< P 


v 2 — sin" 2<p 



如图 4.34 所示，所求的面积为 

I ： ^ 


田 4.34 


S =8 * TJo 2- si ^^ 

=iaZ \! 


(■ - 1 —-f —)dr 
W2 — sin/ V 2 +sin /' 

=4la l I 2 arctan [>/2 tan + — 1 ) + 2 arctantan +1 ) J | ^ 

= 2 >/ 2 a* { arctan(>/ 2 -l) +arctan(V 2 + 1 )>= 2^2a l y =>/ 2 xa 3 

【 2428 】 U z ^y z y = 2a x xy ( 双纽线 〉. 

解 ( 图 4.35 ), 所求的面积为 

S=4 • ^ J 4 a z sin2^6<p= a 2 . 

用参数方程的形式给出下列曲线.再求曲线所 a 图形的 面积： 



, • ，它对应于四分之一的面积 . 


【 2429 】 xT+>T=aT (星形 线). 

提示 令 j ： = flCOS 3 f ， y=asii 
解 设 x = acosU . ^=asin 3 /t 

其中 "I •，它对应 于四分之一的面积.所求的面积为其四倍，即 

S = 4 >»dj=4 ( — 3a 2 sin* tcos z t)dt=\2a z (sin 4 /—sin*/)d/ 


3 tw 4 


【 2430 】 x 4 

提示令 j 
解设： y= 


= ax^y. 


，则曲线的参数方程为 


y 


at 2 


利用对称性知，所求的面积为 

at 2 a(l-3t A ) 


因为 


S=-2 


I 


f 4 (1 + f 


許 ― 2 (r crw d ^ 3 r (FfW d o* 


X n djc 


in —2) 


(a^bx 4 ) m (n+1 —4m)bCa-bbx i 


6(n+l 




所以， 





于是，>+4 厂丄山.又因 



r zi ¥7 y dt = mT 7 y l + " + 1 r aTW d ^ir 


T 4(1 十夕） 


1 f 一 t z di 1_ 5 r 

T Jo T+7 _ 32 Jo 


t 2 

T7 


于是， S=+a z £‘ Y^r dt. 利用 

「一 」 —1 j? ~7f , 2 t 7f 1 

L_w J= ^i n ^ 7 f^Vf arcan ^f 


(ab>0) 


即得 


lTT ? d/= ^( ln ? 


zJh±l 

W?t+i 


+ 2arctan 


f^l +c 


考虑到上述式子右垧的函数 arctan^% 在 （ 0,+oo) 中的 /=1 点不连续，并且 


昏- 


及 lim 




T 是， 


\n' 2 

最后得所求的面积为 


riW:i^o 

_ 6 卜 +2arc,an w)L + ^( ln ； ^TT +2arc,an 爲 } I : 
=A(f+f) ■ 令 . 
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麥阅“函数表与枳分表” （ H . M . 翥日克， H . C . 格拉德什坦）第64页 “（2. 133>2”. 

参阅同书第64頁 “（2.133)1”. 

* ) 参阅同衫第64页 “（2. 132>3”. 


§6. 弧长的计算法 

1° 直角坐标系 中的* 长一段光滑 （连续可微）曲线: ( a < x <6) 的弧长等于 

5= J : y/l+y^x) dx. 

2°参数方程所给曲线的弧长 若曲线 C 由参数方程 

j=»,z(/)t y^y(l) (t«T) • 

给出，式中 I ⑴,: yUWC ^ UJ ], 则曲线 C 的弧长等于 


= r 


(OTyUOdt. 


3 °极坐标系中的弧长若 r=r(<p) 

式中则相应曲线段的孤长等于 


( 沪 ）+ 〆 2 (<p) dq>. 


关于空间曲线的弧长可参阅第八章 . 
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1+V2 # 


【2435】 -r=yy-ylny (l<y<e). 
解所求的孤长为 


,= w ,+ 4^^=^ 

|2436] y=aln <0^x^6<a). 

解 y =^ Mr ^^ x / r +7 r =^^. 所求的弧长为 

s " £ *• 

【2437】 jy= lncosx C0<x<a<-|-). 

解所求的弧长为 
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s= 


Jo V / l + tan^xdx=J； ^ = lntan(f + f ). 


【24381 x = aln 

dr v/^ 




一 Va—y (0<6^^^a). 


解 




dy 


^\lj dy=a[n f' 


• / 1+( ^ )2= y •所求的孤长为 


【 2439 】 


解如图 4. 36 所示. 设得 


y= 


2ae 

T+7 f 

2at 2 

T+7- 


当时， 0<r<v^ ( — 半孤 长 ）. 


4a/ • — 2af 4 +6a^ /-rr-：rr 2a/ \//* 十 4 

- y ，一 (/* + !)* = ?Ti ■- • 


十 1〉; 


所求的孤长为 


2 JTr 4 


sin^d^ 


= 32a f7 dr 
- 丁 J ， 7[7^\) 

= 4a (h- 373In 

2a —x 


JO 


沢 1 十 3sin * 的 


32a 

丁 




V3 


* ) 原 题误为 ：/ = 5:^7 ■:;，现按 4 答案予以改正 • 

* * > 设 /= 

锌黉费 > it Z=C05^?. 

【 2440 】 ( 星形线 ） • 

解 ： / =_# ， >/^7=( 予） 欠 所求的》长为 

j= 4 | o ( 含 ） 3 


【 2441 】 


=—cos 3 / f y= 


= a l -b^ (椭圓的渐屈 线 ）. 


解 


:: 2 十义 


r=2£l Qi , 


ab 


；=4 jj ^-sinrcos/ y/b l cos 2 r+a 2 sin 2 /d/ = 


Vb l cos l t^a l %m l t . 所求的弧长为 

12c 2 



3abCa z —b 1 ) 


{^ + (a 2 -6 2 )sin 2 r} 


f = 

0 


f _4(a 3 -6 3 ) 
ab 


124421 


x^acos tf y=asm t. 


解 =4asinrcos/ v/cos 4 f+sin 4 f • 所求的弧长为 

- L ? 


V cos 4 /+sin 4 /d/=2a ^2 (sin 2 r~d (sin 2 /-) 
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a ^ 


= 2a 




… 一 ++V 4 " 


(cos 4 r+s»n 4 /) 


■ 


= fl + ^ ： ln(l+V2) 

L V 2 

【 2443 】 j ： =a(/ —sin/) t y=a(l — cos/) (0^r^2n). 

解所求的孤长为 

s— J 一 cos/〉* +a 2 sin*/d/= 2a J* sin + dr = 8a. 

【 2444 】 j- = a(cos/ + rsin/) . y=a(sinr—/cos/) (0^f^2ic ) (圈 的渐伸线） • 

解 x\ ^atcose, v；= 


：； 2 +y； z = at . 所求的弧长为 


I a/d/ —2x 2 a. 


I2445J^ j = a(sh/ —/) f >r=a(chf —1) (O^f^T). 


解 


1 Z A - • 

JZ dz 


/x7+>T=V2« VcWt - cht . 所求的弧长为 

=| o -/2a v/ch 2 r — ch /dt =-/2a =2>/2fl J b 

= 2 # a {^ fe _ j lntan ( f + f )} l 7 

=>/2a( VchT /1 chT - >/2 )-^2a[ln( VchT + v/l+chT)-ln( 14-^2)] 

. T _ 、 V2ch -J+ %/chT 

*2a (ch " 2 " \/chT— 1 j 一 ^/^a\n 一 


72+1 


设卜 chL 
设汐 =ta 


* 鲁 


*) v/l + chT- 72chy. 


【24461 r=a 9 ( 阿基米德螺线） (0<?<2»). 

解所求的弧长为 

^ = J o Va 2 <p 2 +fl 2 dtp=a { 号 */〆 + 1 ++ln(9>+ H~ 1 ) } 

= fl{x v/l+W +yln(2x4 - yi+W > }• 

【 2447 】 r=ae^ (讲 >0) 当 0<r< fl . 

解 0<r<a ， 一 ooCpCO . 所求的孤长为 


J = vVe 〜 十 a*m J e 卜 d<p=a v/^TT J° <hp= 

【 2448】 r = a (1 + cos^j) • 

解 ^+r fi = 2acos 所求的弧长为 


5 = 2 2 ccos ^d(p=Sa. 

124491 r= T+^ (㈣ 号 )• 


解 


(1 + COS9) 2 ’ 


v/r ^+/ 2 = 


2 pcos j 

(l+COS^) 


7. 所求的弧长为 



= I f f J f f sec3 l dp= U f f sec f( 1+ta " 2 f ) d ^ 

叫 J? "^： + 2 JoV Sec2 f- ld ( sec f )} 


sec 


JL 


= 2 />{ lntan(+ + 予 )H - sec * 号 - 1 _ + ln ( sec | + tan "f") 

= />{>/2+ln(V2 + l)}. 

|2450] r=as'm 3 

解 yPT ^^ flsin 2 - f - (0<9<3«)(图 4.37). 所求的弧长为 


I! 




我们甚至可以证明： 
r 弧 A 为弧 (5^ c 的三分之一； 
2°7^，&，5^之间依次是等差的，其公差为>. 
不仅如此，我们还以证明史一般的悄况： 


曲线： 


0_ 


(/ I 为正整败）之全长为 



5 = 


( 2 ^- 2 )!! 
( 2 务一 1 )!! 

(2k±l)J\ 
(2 川！ 


\ka f 


na 


”=2厶， 
n =2 袅 +1. 


I2451J r=ath-f- (0<9<27r). 


解 r ^y 


ch 2 -^ 




2M 


f ch :f + 1 = 


2 ch l ^ 


v s\v 9?+1 


Achy 

2 ch l 


= if^ =a ( i - rpk ; 卜 (丨 -) 

2 


所求的弧饫为 


=1> 


d<p=a(^<p—\\\ ) I =tz( 2 ff—thx) 


2 ch 2 f 

I2452J (r-f-^-) (l<r<3). 

解 r 2 — 2 r^+l= 0 , 两边对 y 求导，得 2 r〆 一 2 ^?r’ 一 2 r =0 即 
d 9 =+ 0 —所求的弧长为 

$= \\\{^\^ dr= \\\ (r++)dr=2 + + ln3. 


与，从而 = ^ = 


P+r 

一一 ^2 ——2 
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【2453】证明.•椭脚 x = acost , y=bsim 的孤长等于正弦曲线 y=csin y 的一波之长，其中 . 
证对于椭圆•其全长为 

5 ( = J 2 " Vo 2 sin 2 1 + b £ cos 4 / dt = W-/cos 、 dr = a J 。 n/1 - e 2 cos 2 tdt^a J 。 \/l—e 2 s 

对于正弦曲线•其一波 U 由0到 2 ir 6) 之长为 


tdt. 


52 = rv ,+ F c ° s2 -ydx= J Vb z -^c 2 cos : tdt = J y/a 2 —c z s\n 2 ldt=a J ^/l — e 2 sin 2 /d/. 

所以， s, =s 2 , 本题得 ffi . 

【2454】 拋物线 4 eo » = : r l 沿 Or 轴滚动.证明 ：拋物 线的焦点的轨迹是悬链线. 

解如图 4. 38所示，设抛物线切 o ： r 轴于点 >\( s , o )， o ' 为抛物线的顶点 ，，为 焦点，且 o ' y ' 为对称轴， 
丄 OV ，过 A 作 丄 C / X '. 

引人参数 CT/V = r ，则由抛物线的性质 易知： 
cyB = 2 ( yN = 2 t . 从而有 


AB 




AN 


V 


1 + 


t 2 


^ 0 +( 垚 ) z dj=/ V i+ (f) z + flin [i _ W i +(f~) 


于是•焦点，的坐标 X ,： y 由参数 f 表出： 


—s—AN = aln 


士 ) * - 


jy=s p # /V = a yi+(^-). 


由⑴式得 



ef =f + v 1+ (f) • ) 2 - 

上面两式相加，得 ef - fe-f =2 小+[七丫 • 

再以 <2) 式代人上式，最后得 + e -f >= fl ch —. 

c a 

这说明抛物线的焦点的轨迹是悬链线. 

【2455】求曲线: y = i : ( + —的封闭部分与等周长圆周所分别围成的面积之比. 


解当 J ：=0 及 


时，: y =0 •此曲线所围图形的面积为 

Si = 2 Jj (~|- J：)Vx clr = 


135^3 


此环线的周长为 


0( 忐-齊 d :=4 (忐+¥卜 


3VT 


按题设有 = 所以，/?= 


3n/3 


于是， 


念.圖面积 s 2 — 忐 • 

S 含 0 . 73 . 
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§7. 体积的计算法 

1。由已知横截面计算物体的体积若物体的体积 V 存在•且 S = S ( x ) U <: r <6) 为物体的横截面面 
积，此横截面经过点 I 且垂直于&轴•則 V = £ s ( x ) dr . 

2°旋转体的体积曲边梯形 

a KJ) ， O^y (x). 

绕 Ox 轴旋转所成旋转体的体积等于 

V x = n J >f*(ar)<Lr. 

在这里为单值连续函数.在更一般的情形下，图形 

a ^：x ^6* y\ ^yz(x), 

绕 Ox 轴旋转所成的环状体的体积等于 

V=7r| [^(x) —yj (x)Jdx. 

这里: y, (J) 和: y 2 ( ： r) 是非负的连续函数 

【2456】求顶楼的体积，其底是边长等于 a 及6的矩形，其顶的 
梭边等于^而髙等于 A . 

解如图 4. 39所示的顶楼，取 x 轴向下，则有 

b h 吸 y 

于是，所求顶楼的体积为 

叫 > da ： 0 (〒 j + c ) 心 


去 ： = f 或 z=^x+c. 

h a 一 c h h 






图 4. 39 


i • 〒十 + H hi= l 2a+C) . 


【2457】求截楔形的体积，其平行的上下底为边长分别等于和 a 4 的矩形 • 

而离等于 

解 如图 4 . 4 。所示，0^ =夸， QQ / = y , OQ=h. 

设 OP = x ， 则 PP / = y + ^(^). 

同样可得 = + + f ( M ^). 

从而，面积 

KLMN =a6+(A — a 〉 (B - 6) (l —) + [a(B—6)+A(A —a)] (1 一景） 

= /( x ). 

于是，所求截楔形的体积为 V = J: /( x ) dr = y [(2 A + a ) B - f (2 a + A ) A ]. 

【2458】求截锥体的体积，其上下底为半轴长分别等于和的椭圆，而髙等于 A . 
解 同2457题，任一平行亍上下底且距离下底为 x 的截面为一椭圆，其半轴分别为 

a / = a +( l -^-)( A ~ a ) 及6' = 6十（卜专 ）(fl — 6) , 

从而，此截面的面积为 

S(x) = Tfa / 6 / = 7r —a)(B— 6) ( 1~~ ) +[a(B —6)+6(A — a)] (l —~ ) J. 




于是，所求的体积为 V =\] S (; r > cLr = f [(2 A+ a >fi + (A + 2^]. 

【2459】求旋转抛物体的体积，其底为 S , 而高等于 ff . 

解不失一般性，假设拋物线方程为 r =2 Ar ， 

绕 Or 轴旋转，如图 4.41 所示. 记 = a •，按假设有 

S = ^AC 2 = r(2pH-)=2npH f 
距原点为 * r 的截面面积为 

S(x) = ny 2 = 2npx. 

CfJ 

于是，所求的体积为 V ^= j o S ( x)dx = icpH J =^-. 图 七41 

【2460】 设立体之垂直 far 袖的横截面的面枳 S = S ( x 〉 依下面的二次式规律 变化： 

S ( x ) = At 2 十 Rr+C ( a ^ x ^ b ) , 

其中为常数.证明 ：此物 体之体积等于 

V = y [ s ( a )+4 S (^)+ S ( A )]. 

其中 H = A — (辛普森公式）. 

证 V = J (Ax 2 -b Bx-\-C)6x=^-(b 3 — a 3 ) 4-~(^ 2 — a 2 ) + C (6~ a ) 

= ^[2> A (^+ aA + fl z )+3 B(fl + A ) + 6 r ] 

= ^[( Aa 2 + Ba + C ) + ( A 6 2 + B 6+ C )+ A ( a * + 2 a 6+ fr 2 ) + 2 B(d + 6) + 4 C ] 
o 

=-^ j^S(a)+S(6) + 4S(^Y^) J. 

【2461】物体是点 M(i •: ya ) 的狼合，其中0<2<1，而 M 当 s 为有理数时，1, 0<： v<l *当2 
为无理数时，一1<^<0, 证明：此物体的体积不存在，尽竹相应积分 

£ S ( z ) dz ^\. 

证显然，对任何不论 2 是有理数还是无理数.都有 S ( z ) = l .从而， 

| S ( z ) dz = J dr = l . 

下证此物体 （ VO 的体积不存在.显然，无完全含于 （ VO 内的多面体（ X )存在•从而，这种（ X )的体积的上 
确界为枣•即 < V 0 的内体积 V . = sup 彳 X }=0 .另一方面， < V > 的外体积 V = inf < Y > •其中的 T 确界是对所有 
完全包含#( V 〉的多面体 ( y ) 的体积 v 来取的.由于中的有理数和无理数都在中是稠密 
的，故显然知•上述任何完全包含着（ V 〉的多面体 （ y ) 都必完全包含笤点集（八>= <( T ^^)|0< ? <1, 
0<文<1， 0<; y < l , 以及一 l < x <0,- l <： y <0}. 而 （ y 。） 又完全包含着（ V ),并且 （ Y 。） 的体积由此 
珂知 V .于是， V . 关 V •.故此物体( V )的体积不存在. 



求下列曲面所围成的 体积： 

【2462】 + = 1 . z =-^- x 9 z =0. 

解如图 4. 42 所示，用垂直 Oy 轴的乎面截割，得一直角三角形 
P 肌设 U 岛•从而，它的_ 

于是，所求的体积为 V = 2 J : 专 (1 一蒼)办=吾咖. 



图 4.42 
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【24631 ^■+杳+关=1 (椭球 面〉. 

提示用垂直于 Or 轴的平面截椭球面，其戴痕为一 轆囬， 易知其面积为 

S ( j > = x 6 c (1 - g ) ， 

解用垂直于 ar 轴的平面截椭球面得截痕为一楠圖，它在: yOz 平面上的投影为 

(二 s) =1 . 

由此显见其半轴分别为 

b 小 -i 及 c H 


从而，此 椭圆的 面积为 


Six ) 


于是，所求的楠球面的体积为 


nbc ( 1 一 》 )• 一 

V= | S(x)dr= J Y nabc - 


[2464] & + 


-》= 1， z =± c . 


提示方程表示的®形为单叶双曲面•用平面 Z 脚 h 截此曲面，其我痕为一《圓•易知其面积为 

S(/i) = nab ^ 1 + ^ J • — 

解方程衣示的图形为单叶双曲面，用平面 z=/ •截得椭圆 

X* . V* _ , 


其面积为 


«) 令餐） ’ 

Six ) == nab ( 1 + > ) ，- c^/i<c. 


于是，所求的体积为 V = nabj ' ^ (l + ^)dA = -|-： 


【 2465 】 


= / I 2 


+ z z 


提示过点 （0,0, z ) 套复于 Oz 轴作一乎面，在所蛤立体上我出一个 
正方形，其面私为 S ( z )= a 2 — z 2 • 它对应于八分之一的体权 • 

解如图 4. 43所示，过点 M (0,0， r ) 垂直于 Or 轴作一平面，在所给 


立体上截出一正方形，其边长为^/^?^所以，其面积为 

S ( z ) — a 2 — z 2 fO ^ z ^ a . 

于是，所求的体积为 


( a 2 - z 2 ) dz = Y ^ 3 - 


[2466] j 2 + y + 〆= a 2 , x 2 +y=aa:. 

解如图 4. 44 所示，过点 Af ( i ，0,0) 垂直于 Or 轴作一平面， 
在所给立体上截出一曲边梯形，其曲边由方程 



z = >/( a z — x z )— y z 
给出（上半面），其变化范 围为： 


图 4.43 


— y/ax — x l Vax — x 1 (如图中 ABCD ). 


从而，其截面积为 
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=4 O -+ a 3 + [(宇 —~ h 3 卜 ( 占扣 3 - 1 图 4 . 44 


= i a 3 “ 一 +)• 


【2467】 z 2 =6(“一 or ) ， x 2 +y *= aj . 

解先求体积的四分之一部分，截面积为 

S(x)= J y/bia — x) dy= ^/ax — x 1 y/bia — x) • 


从而， 



于是，所求的体积为 



•Jb 、 a — 工、 dx=-/b J </x(a — a:)dj ： =Y^a 2 -/ab. 


【2468】 



( 0 < z < a ). 


解固定^则截面为一拥圓，其面积为 PU )^ naz . 

于是，所求的体积为 v= J] PU^dz^na ^ zdz = ^f. 

【 2469】* ^+>+^ = 1, ^ = 0, ) = 0, z = 0. 

解固定 z , 則截面为一直角三角形，其面枳为 

P ( z )« y ( l -^) 1 . 

于是，所求的体枳为 V = J ": •!_“一/):&=+ £ ( l -2 z l - f - z < ) dz =^. 


注窻曲面 x + y + z z = l 关于平面 z = 0 对称•故它与三个平面 x = 0.^=0. z = 0 围成的图形有两个, 
一个位于 Oxy 平面之上，一个位于 Oxy 平面之下，彼此是对称的（关于 ar：y 平面），从而，它们的体积相等. 
我们以上求的是位于 Orjy 平面之上的那一个图形的体积. 


【2470】/ + / + z 2 + 巧 + yz + zx = a \ 

解不妨设 a >0 .此为一有心椭球面.固定得在平面: rOy 上的投影为 

j 2 +jj+y+zi+zy+(z*—a 2 )=o. 


此截面的面积为 

其中 
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所以， 


的变化范围为适合下述不等式的集合： 


S ( z )^ 


: 2 — 2，）7 T 

3>/3 # 


_ 3 a 2 <0，即 


; Vr a - 


=戊 


字 V . 


于是，所求的体积为 v = d 

* ) 此公式详见 r . M . 菲赫全哥尔茨著 《微积 分学 教程》 第二卷第一分册第330目 7. 
【2471】 证 明：将 平面图形 a <* r <6,0<; y <： y (* r )， 绕 0： y 轴旋转所成的旋转体的体积等于 


、= 2 nj * x >»( j ) dj . 


这里 〆I 〉为单值连续函数. 

证 ^Vy = 7 t [( x +^ j ) 2 — 于是，所求的体积为 

V, = 2 tt J* xyix)dx. 

求下列曲线段旋转所成旋转体的 体积： 

【2472】 _ y = A (+ ) 7 (0^ r < a ) 绕 Or 轴(半立方抛物线>. 


解 所求的体积为 


v ， = ltA2 £ 


124731 y = 0 t ( 1 >绕 Or 轴, （2) 绕 Oy 轴. 

解令： y =0 得 i =0 或: r =2. 于是•所求的体积为 




(2 x - x 2 )* dx =^, 


( 2 ) 




x ( 2 x - x 2 )dx 


=0 


解 所求的体积为 


(1) sin^dx*= y ； (2) V y — 2n^ xsinxdx=2n ? . 

【2475】 y = b ( f )\ 尸叫予 I :⑴绕 Or 轴•⑵嫌 Oy 轴. 

解交点为 （ a 4> 及 （_«，《• 所求的体积为 

⑴ V ^\l [ b 2 i- bl ⑵ v ,^\[ (空-守)一爭 

【2476】 ；y = e 〜，： y = 0 (0^ r < + oo ) t (1) 绕 Qr 轴； （2) 绕 Oy 轴. 

解所求的体积为 

(1) 号： (2) V y = n£ ( 一 ln_y> 2 d;y= 2n. 

【2477】 T z ^( y - b ) 2 = a z (0< a <6) 绕 Or 轴 • 

解 y ) ==厶+ Va 2 — x 2 t yz = b — v / a f — x 2 (— a < x < a ). 所求的体积为 

V , =7 T J ( y z \ —yl )dx = 86 jr Va 2 — jc 2 tXx = 2 n 2 a z b . 

【2478】 x 2 - xy ~ hy 2 = a 2 绕 Or 轴. 

解原方程即 y 2 — xy + x 2 — a z =0,从而， 




： r 士 


函数的定义域为 [一 j ： a ， j ： 42]. 与 Qr 轴的交点分别为 a: = — a 与 x=a. 于是，所求的体积为 
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【2481】 j = asin 3 f. y ^ bcos 3 t (0</^2n) i 
(1) 绕 山轴, （2〉 绕 O 〉 轴. 

解所求的体积为 

(1) V , =2穴|: (6 2 cos 6 /)(3 asin 2 fcos /) d / = 67 rfl ^ ( IJ cos : / d /— | 7 cos */ d /) * 6nab 2 ( ||| — 

= 盖抑 

(2> 利用对称性•只浠将上述答案中对调即得 ^ = ^7^6. 


•O 利用2282 超的 结果. 
【2482】证明 ：把平 面图形 


0<a<9<^7r, 0<r< 以史） （史与 r 为极 坐标〉 

绕极轴旋转所成旋转体的体积等于 V=^| 5 r 3 ( 9 ) sin f d 93 . 

证证法1: 


微小面积元 dS=rd9dr •绕极轴旋转所得微小环状体积元 

dV = 27rrsin9xlS :: = i sirupd(pdr. 

于是，所求的体积为 

y~2n j sin^^J r 2 ^ r 3 C <p) sin<pd<p. 

证法 2: 

应用直角坐标系下的古尔丹第二定理 ^ 来证明.对于微小面积元， 
它的质心可以看成在点(~|^(：05^，吾/^11 9 )处 （ 图 4 . 45) . 



O 


图 4.45 


于是，面积元 dS = jr 2 dp 其所对应的绕极轴旋转所成旋转体的体积元为 

2 1 

dV = 2n —rsirup A<p. 

于是，所求的体积为 v = s yJ / 3( ^ )sin ^- 
* ) 参看 2506 越 . 


求下列由极坐标或直角坐标给出的平面图形经旋转后所成旋转体的体积: 

【2483】 r=fl(l +COS 9 ) : 

(1) 绕极轴； （2) 绕直线 rc OS9 = — I . 


解 （1) V = ^ j 1 a 3 ( 1 -f cos 9 ) 3 sin ^- ^, 
(2) 方 法】： 所求的旋转体的体积为 


— ( 


子 )dy>= | ( 1 + cos^j)' cos^pd^H - J (1 + cos^p) 2 dip 


=( 4 ttc 2 j + cos z cos 4 9 ^ 9 ?+ ^ y - 

= ( W + -l) f+ 4 f! .l f i jt+s V_H ) , a .. 

注 <1) 在 V 的表达式中 •^ rcos 炉的系 教音是 把微小面枳元集中在其质心（•|^.炉）处得出的. 


1 (fAip—0 


, . _ (21>(2 务一 3^”3 • 

24(2 走一 2) …4 • 2 


方法 


心脏线的面积为¥ ^，而其质心为矜=0,〜 = + 〆 •>.根据古尔丹第二定理 酊得所 


求的体积为 


叫？ +十)¥令. 


* ) 利用 2419 題的结果. 

* * ) 利用 2512 题的结果. 

【2484】 （ j ： 2 十 y > z = a * ( x 2 - y )： 

(1> 绕 Or 轴， （ 2> 绕 0：y 轴， （ 3> 绕 直线: y = ;r. 
解 （ 1) 曲线的极坐标方程为 ^-^(2005^-1). 


由于 


V,=2 •亨 J: [a J (2cos*f—1)]T sin^xi^- 
J ( 2cos z ip— 1)4 sin^d^ 

J [(v^cos^) 2 — 1 ]t d<V2cos9?) 

■ 

一身 ^^^<4cos 2 93 — 5) /2cos 2 尹一 1 + 音 ln(«y^cos^>+ -/2 

隱 


)-1) +c 


所以， V x = - ~^^^(4cos 2 9?-5> \/ 2cos 2 tp— 1 + 音 ln(V^cos^3+ 

卜 f ] = X # ln (# +n -{]. 


r 1) 
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(2) 利用对称性知，所求的体积为 

V^=^J 4 r 3 cos<pd<p=^~- J * V cos 3 2<pcos<pdtp. 


士一，并 且谢化 范围为⑺中•于是，得 


今 sin95=^：sinj ■，则 v/cos2^ = 

g ff 丄 cos ^ 心 = 1^£! • 丄 • U • JL = 5l£l. 

V 3 Jo V 2 3 72 4- 2 2 4 ^2 

(3) 利用对称性知，所求的体积为 

V = y |\ ( 子一 ^ cos J 2^ (^J= cos<p sin^o) d<p 

= >/ cos 3 2f costpdip. 

若用本题 （2) 的变换，即得 

2 Jo f ^ COS，xdj=：! f i Jo T cos*xdx=^ 


【24851求图形 a < r<d V 2 sin 2^ 绕极轴旋转而成的旋转体的体积 • 

解在笫一象限郎分的交点的极角分别为及利用对称性知，所求 
的体积应为 

V =^ [(a v ^ sin ^^) 3 — fl 3 ] sin ^ dp =^^ [ ，? (4^/2 \/ sinZ ^ sin 2 < pcos(p 一 sin ^) dtp . 

为求上述积分，令 /i *■ J > Ain 2 ysin 2 tpcostpdtp , ^ = J v / sin ^ cos 2 tpcostpdtp * 

则有 I 2 — ! x = - i - cos ^( sin 2^) ^ • 


即 


乂 


/* —- j*/i = -ycosysC sin29 ?) T . 

/? + /i = I v/iTii^co— 9 =# J i 二 :$ Vcox<pd<p. 


( 1 ) 


令 tar ^= r ， 就可将上述积分化成二项微分式的积分.积分之 ，得 


It + /i ^-g'sin^j ysin2^ + -^-ln(sin^4-cos95 — J sin2^ ) + -^-[ln(sin^-f - cosy>+ \/sm2^) 

4 - arcsinC sin^ — cos^j) ]. ( 2) 

(2〉_ ⑴，得 

/i =音 I ^-sin^? \/sin2^H--|-ln(sin9)-hcos^— v/sin^p) + -^- 「 ln(sin^rf COS9+ >/ sin2^) + arcsin(sin^p—cx>s^)] 
— ^•cos93(sin2wi" J +C. 

从而•得 

V sin29sin 2 < pcos < fAtp = + + & 71 . 


于是，所求的体积为 


V=Y[ 4 V2(| + |f) + cos,|J]^. 
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§8. 旋转曲面表面积的计算法 

平滑曲线绕 Ox 轴旋转所成曲 面的面 枳等于 

P = 2tt J%d5, 

ds 为弧的微分. 

求旋转下列曲线所成曲面的面积： 

【2486】 y = i ⑮ (0<x<a) 绕 Or 轴 • 

解 yr +7 r - A / i +^. 于是，所求的表曲积为 




( 2 ) 


_ Vp 2 + y z 


. 于是，所求的表面积为 


P v =4tt 

c 




12 柯 -“ + 獅]|斤 


= 寻 （ / > + 4x 0 ) y/2Xo < p + 2xo) _ p 2 li 


124901 4 + 菩 

a o 


(0<6<“）：（1> 


/p 」 

(2) 绕 Ov 轴 • 


解 （ l)/= 6 2 


2 = ^2 


/n r 7 T = vV + iyy } y=—\ a2 ~ a j2 



于是，所求的表面积为 


P r =2n I Va 2 —t 2 x 2 dx=^(a Va 2 —c 2 a 2 + 
其中是确阆的离心率. 


;inc) = 2nb ( A-f —arcsine) 


(2) 将轴对渊 . 即将 ^ ■ 轴作为 短轴 . 于 是，在所得出的 : y /TFT^P 仅涊将 ci 与 A 的位对调 
下即可，即 


v / T +7 r = 




Tfi ， 所求的农曲积为 


p > =u f\ b ., aA ‘’十 P dj=2,ca T f\l b： + V xt 卞 fe ln ( f J+ V^ + F jZ ) _ _ 6 


= 2nJ v/SM^+^-lnf <^~£;. + 厂 、 

Zc \ y ^ TJ - c / 

-27 ra { a +^-.- lln [|-( l + e )]}. 

【 2491 】 (6^i) 绕 CXr 轴 . 

m 此圆分成两单值支 


-:)] = 2 抑 [a + gln ($)] = 2 抑 (。十£ • + ln }^) 


= 6+ vV — x 1 及 y=b— 


于是•所求的表面积为 


P, = 2ft| < ， (64 - v/o^-j 2 ) 


vV-P 


dj +27 r Cb — 



dx = An 2 ab. 


于是，所求的表面积为 


P r = 2 na J * ^ ch 2 -^- dr =2 ^a ( 1 +ch ^ JcLr^jra (264 


\/l + da : 


【2494】士 : r = aln 


一 绕 Oj : 轴. 


解 

于是，所求的表面积为 


• yr+^=j 


P g =2 • 2 k J y — Ay =\ na }. 


【 2495 】 x=a(r —sin/) t y=a(\ — cost) <0^/^2ir) 
(1) 绕 ar 轴； （2> 绕0>^轴》 (3) 绕直线: y =2 d . 
解先求 ds : 


ds = ^ y } dt =2 asin - r - 


于是，所求的表面积为 


(1) P , =2 »t I aCl — co »/)2 asin -^-df = 16 ira : sin 3 udu = — 


(2) P, 




sin /)2 asin - zrdt = ina 2 




一 sin/)sin ■ 


(3) 作平移 ^ 


则 y = — a(l + cosr ). 


P; = I [—+ cos/)2asin+df] I = 

* ) 在此取绝对值，是由于被积凾教始终不为正之故. 
【2496】 x — acos z t . y = as \ n z t 绕直线 
解先求 ds : 


ds = >/ ^ y } dt 


利用对称性，并作旋转，即得所求的表面积为 


3^ sin / cosfd/t 


— 3 a sin / cos / d / » 


f ^< T ' 


= 2 卜技 

f 2 ( asin ’ f 一 acos 3 f )3 asinrcc 

vH Jf 


acos 3 ^)3 asinrcos / df — ( asin J r — acos , /)3 asin/cosfdf 


= ^[(i 8inif+ y cos5 ') I 卜 (I sinS ^+ cosi 0|I] 

【2497 】 r = a (1 + cos < p ) ，绕极轴. 

M ds = y r 2 d < p = 2 acos 号 d9 ?，>= rsinp = a(l + cos ^) sin 9=4 acos 3 fsin f • 

于是，所求的表面积为 
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P = 2 jt £ 8 a 2 cos 4 |sin 号〜 


32 

* 

5 


124981 r ^ VcosSpd ) 绕 极轴* (2> 绕轴 (3) 绕轴沪=子. 


解 （1) y=a \/ cos 2^> sin^t ds = 


: d < p . 于是，所求的表面积为 


P — 2 • 2tt| 4 a 2 s\rupd(p z =2Ka 2 ( 2 —a/2 ). 

(2) j = a y / cos 2( pcos<p (一于是，所求的表面积为 
P =2 k J . a cos 2< pcos<p ^ d ( p =^ 2 na 2 V 2. 


(3) x=a y / cos 2< pcos < p , y=a vcos ^ sin^t d 5 = 


vcos 2 p 


dp 


注意到在一 j 内恒有: r 一: y >0 •于是•所求的表面积为 


P -2 • 2 ir 


J f , 




dp 




A 


ina 


一 sin ^) d9 >= ( sirup ^ cos < p ) 


= 4 na 2 . 


气 n r 」-子 r —…心 

【2499】由抛物线 a：y = a 2 — / 及 Or 轴围成的图形绕 Ox 轴旋转而构成一旋转体.求其表面积与等体 
积球的表面积之比. 

解符先求此旋转体的表面积. 




从而 


’ P > ^ 2mU \\ ( fl - T ) 


2 V^+V 


6x=Sk [o V xZ+ T dx ^!? fo ^ V x2 + Th 


= 8ic 


• + T ln (: + V ^?)] [- z [-^ 2 J 8 +4 V x，+ T 


ln ( W ?+ 手) 

麵 


8 


- 7>/5+ yln (2+ y 5) 


其次，求旋转体的体积. 


W - 


设与其等体积球的半径为 i ?， 則尺•于是，此球的表面积为 

P = 4 nR 2 =4n/ ^ Q 2 = ^ yYo . 

夸 [ 7V5> 夸 1 n(2 ^^)] 5C14V5-M7ln(24-^)-]. 

P ^ ^To 128河 〜 

* ) 利用1820 題的结果. 

【2500】由直线 x=*f 与抛物线 y z =2 px 围成的图形绕直线: y = />旋转而构成一旋转体，求其体积和 


最后得到 


.013. 


表面积. 
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解所求的体积为 



旋转体的侧面积为 


5侧 = j* 2w( p+ s /2 px )d5-f J 2n(p~ %/2 px ) ds =4 jc /> | ^ ds = 4n/>| ^J\-¥^dy 


4ir 


~+~ p r dy = 4 n \ 


JL 


^P z 


ln(>+ \/y +〆 


)]l: 


= 2K/> 2 [V2+ln(l+>/2)], 

而底面积为 


于是.所求的表面积为 


S K =n(2p) 2 =47rp ? , 


P = S m + S K =2 irp 7 [(2 + >/2) + ln < l +>/2)]. 


§9. 矩的计 算法. 质心的坐标 


1°矩若密度々0= 〆 ^)的质 MM 充满了 Oxy 乎面上的某有界连续统 D (曲线， f •面的 K 域〉 ，而 
为 n 中纵坐标不超过> 的郎分的相应度 a (弧长，面 积〉 •则数 

M* = !im y] p(y, ) ^Aoj( y,)= py k du)(y) (* = ()• 】，2 •…〉 

称为质歌 M 对于 Or 轴的々次矩. 

作为特殊悄形，当时得廣量 M , 当々^丨时得妗矩.当々=-2时汫柃动慣量. 

类似地可定义出质蛾对于坐标 T 面的矩. 

若/ >=1,则相应的矩称为 几何矩 （线矩.而枳矩，体积矩 等）. 

2°质心均质平面图形 S 的质心的坐标（办，>>可由以下公式来定义： 

M \ y) 

jo= — §-• ^ o== —* 

式中 M ^， M ^ 为阳形 55 对于&轴和 Or 轴的几何静矩. 

【2501】 求半径为 a 的半圆弧对于过此孤两珐点的直径的静矩和转动惯屋. 

解取此直径所在的直线作为 ar 轴，圆心作为原点•则圆的方程为从而， 


y = Va 2 - x z 及 

于是，所求的静矩和转动惯嫌 # 分别为 



Mi = f sJq} _j: 2 - fl —-dr=2a 7 ， 

^- x 2 

M 2 =「 ia 2 - x 2 ) 7 Q dx = 2 a [ Va l - x z dx =^. 

Va 2 — 工 2 Jo 2 

I 2502 J 求底为6,高为 A 的均质三角形平板对于其底边的静矩和转动惯量 >=1). 
解取坐标系如图 4. 46 所示. 


M\ J， =Y J yda-=y ^fd-r+y J jyldr. 


• 这里假定 P =1 •今后有类似情况，不再说明. 
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由于 =yi Cx) = -^-Jr, y 2 = y 2 ( jt) = — b 、 ， 

于是，所求的静矩为 


軾 〜+ f : S j2Ar+ i r T ^ ( x ~ by < ix = bj t - 


又由于 xi = 

于是，所求的转动惯埴为 


= x 2 (y}=b 


一 b 


m y 


。 y 2 (x 2 -jri)dy^ J o y 2 (b~j-y) d y 


bhl 
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【2503】求半轴长为 u 和 6 的均质椭圆形平■板对其主轴的转动惯 Mk - l 〉. 
解不妨设椭圆的方程为 3 + f = l , 则上、下半椭圆方程为 


a =-含 - yb 2 — y z ，工2 =*含 w —y • 

于是，所求的转动惯祆为 

K gi = J ft ^ 2 <X2-x.)dy-2|^ fy 1 VU^Jdy 
x = Aa 6 s J 2 sin ? 9> co » 2 9 jdy 0 

至于 MJ V > ，由对称性知，只黹在的结果中将 u A 对即得.所以， 

^ , = na ^ 


* ) 设 y = bs \ n < p . 

【2504】求底半径为 r 和高为 A 的均质阓锥对其底平面的静矩和 
转动惯量>=1〉. 


解取坐标系如图 4. 47所示，則 


其中 


M,= J* xP(x)dx. 

P(jr> = 7ry=w[^~(/i - ：>] • 


丁是 •所求的静矩和转动惯 m 分别为 

叫 : x 2 P(x)dx=^f ； 夸 . 



【25051证明古尔丹第一定理 ：平曲 曲线弧 C 绕此弧所在平面上不与它相交的轴旋转而成的旋转面, 
其面积等于此弧的长度与它的质心所画出的岡周之长的乘积. 

证质心（67〉具有这样的性质，即如把曲线的全郎“质 S ” 都集中到它上面，则此质 M 对于任何一个轴 
的静矩，都与曲线对此轴的静矩相同 .BP 




: rds ， 


= M t = J yds. 


式中 S 表示 弧长. 于是 ^ d 5. 

上式右端是弧 C 旋转而成的曲面面积•左端 2 it 7 表示弧 C 绕 Or 轴旋转时其质心所画出的岡周之长.从而， 
定理得证. 

【2506】证明古尔丹第二定 理：平 面图形 S 绕此图形所在平面上不与它相交的轴旋转而成的旋转体, 
其体积等于图形 S 的面积与此图形的质心所画出的圆周之长的乘积. 
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证由于 = =士 J ， 2 cLr ， 所以， = J . y 2 


上式右瑙即为旋转体的体积，从而，定理得证 • 

【2507】 求圆弧 jr ^ flcos ^)， y = as\iup ( |的质心的坐标 • 

解显见 7 = 0 ,圆弧长 S =2 aa . 由于 

M y = J xds = J a 2 costpdtp = 2 a 2 sina . 


所以, 


2a 2 


2aa 


于是，所求的质心为 （=^，0). 

a 

【2508】 求抛物线: a * r=y , “ y = ar 2 < ti >0> 所围图形的质心的坐标. 
提示利用2506 題及 2397題 的结果，并注意对称性. 

解利用古尔丹第二定理来解此题.萏先，此面积为 



体积为 V= ^fo )^ = ¥* 

于是， 2 « 7 y = ^. 7=|§. 利用对称性知 

于是，所求的质心为(|§.|§). 

* ) 利用 2397 超的結果. 

【25091 求图形# + (0< x =^ a , 0<： y <6) 的质心的坐标 • 



解 0■先，我们已知第一象限椭圆的面积 等于 5 

其次，我们再求椭脚绕 CXr 轴旋转所得的旋转体体积.因为 



所以， 


V= W J' ^(a t -x z )dx=-jnab\ 


按古尔丹第二定理，我们有 V =^. 在结果中间将 fl 和6对调即得 


于是,所求的质心为（$,完). 

【2510】求半径为 a 的均质半球的质心的 坐标. 

解取圆心作为原点，则球的方程为 x 2 + y + z *= a l . 

设质心为 （f >;,{：)，显见 f = 7 =0 . 而将岡父+ ^='绕^轴旋转•即得球•又 

M \ a) = | v zdV =7： 2 yd 2=7 T J z ( tz 2 — 2 2 ) dz =^-. 


最后得到 

于是，所求的质心为（0, 0, y ). 

【2511】求对数螺线 r = ae ^ ( m >0) 

上由点 0(— oo ,0) 到点尸( 9 ，/0的弧0尸的质心0(妗，》*。）的坐标.当点 P 移动时，点 C 脚出怎样的曲线？ 
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解 质心 的直角坐标为 

I xds \ rcostp y / a 2 (l + m 2 ) e^dcp 
一 J (/> _ _ _ _ 

f ds [ VV (1 + ) e，d 9 

J </> 】一 


芒= 


a 丁， e 2 ** cos— 

f e ^ d © 

J 


. Trkxe^ (siny + 2mcosy) 


同法可得 


于是，质心的极坐标为 


yds 


卜 


，呼 (2ywsin^>— cosy) 
Am 2 + 1 




4 m ! + 1 


v/4m 2 +le ， 


^4 m 2 


tan 灼 = f = ta 呷十 2 


-1 


2m 


+ 忐 t 卿 


即灼=炉一 a •其中 o = arctan 

当点 P 移动时，点 C ( 奸， r 。〉 画出的曲线为 




v/4m z + l Vim 1 

这也是一条对数 媒线. 

【 2512 】 求曲线 r = a (l + CO 岬)所围图形的质心的坐标 • 




解计算时，将小扇肜的重 M 集中在其质心 ( 


2_ 


•|~ rsin 9) 处. 由对称性知 j ^ 0 , 而 


| ^ 2 (1 + cos f〉 Jco 

。 + r^d^j 3 十 c o »9>〉’df 


Jin 

2 a J (14* 3 cos ^> 4 - 3 cos 2 <p + cos 3 < p ) cos ^ d ^> 

3 J* <1 + 2co»^)+cos* 炉 ) dy 6 

于是，质心的极坐标为外= 0, r 0 =^. 

【2513】求摆线 • i — W / — 3 in/>，：y = a(l — cos /> (0< f <2 x > 的第一拱与 Oi 轴所围图形的质心的坐标. 
解由旋转性知$=抑•由于面积 S =3 取 及图形 S 绕 Or 轴旋转而成的曲 面包闱 的体积 

V:=5xV°, 

利用古尔丹第二定理，即得质心 ( f 7 > 适合下列关系式 

= V ，或 7=^ = 2 ^ i = T - 

于是，所求的质心为（邮，¥>. 

*) 利用2413 題的结果. 

* * ) 利用2480 題 （1) 的结果. 

* * * ) 参看 2506 題. 

【2514】求图形 0<: r<q ：/ <2/»: r 绕 Or 轴旋转所成旋转体的质心的坐标. 

解由对称性知 7 =0.又 

J c ^ny 2 dr J 2pz*cLr 




•« a 

J〆 心 Jo 2/，XdX 


2 

T 


于是，所求的质心为 


a,0). 
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【2515】求半球 P 十 y + z 2 = fl : ( z >0) 的质心的坐标 • 
解由对称性知 $=7=0- 



z2nx v^l + -rT dz 

• o_ 

27TX y/l + x \ dz 



于是•所求的质心为 （0, 0. y ). 


* ) 在此是将 《 r 2 + z 2 = d 2 统 Oz 袖旋转而得半球面 • 


§10. 力学和物理学中的问题 


组成适当的积分和并求出其极限.以便求解下列问题: 


【2516】杆的长度 /=10 m , 若该杆的线密度按规律 5=6+0.3 jt k R /m 而变，其中 *r 为到杆的一个瑞点 
的距离，求杆的质 M . 

解将杆 n 等分，每份的 KAx = U •把每小段近似地看成是均质的•并以右端点的密度作为小段的密 

n 

度.这样，便得到杆的质畎 M 的近似值•即 t (6 + 0.3 ^然 J 愈大愈近似. 

于 ft , 杆的质贵为 

M - lim 2 (6+0.3 ^ i)-^=lim [60 + 丄 〉 ] 二 75 kg . 

【2517】 把成 M 为 m 的物休从地球（其半径为表面抬升到 A 度为 A 的地方，笛要对它作多大的功? 

I 

若物体远铒至无穷远处，则功等于多少？ 

解由牛顿万有引力定律 

/= 々竽， 

其中 M 为地球的质® 为物体离开地球中心的距离为比例常数.将/ I 分成 n 等份，在每份上把引力近 
似地 e 作是不变的，在第》 份上取 

W [+ “:】 叫 [ f + 尺], 

则力 f ' =k Th - —iTh —— 1* 

O •- ㈣ ] [>] 

于是，所要作的功为 

卜把 S (* [^7-,)::] [ Ai +r ] . +) = i^* mMn 5 L .- n + nR - ra ] 

= limkmMn [▲- “ +/1) ] = ( ^+^) R . 

其中 g 为重力加速度为引力常数.若物体远离至无穷远处，则功为 




【2518】若 10 N 的力能使弹簧伸长 1 cm ， 现在要使这弹簧伸长 10 cm , 问需要作多少功? 
提示 利用胡克定律 


解由胡克定律知，弹性恢复力 F 与伸长 ix 成正比， BP 尸=走1由条件知4=10.因而， F =10« r . 
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现将 10 cm ri 等分，每份上恢复力的大小近似地看作是不变的，并取右端点来作和，即得功撕的近似值为 

7={ n n 

显然， n 愈大愈近似.于是•所要求的功为 

\ V=lim y ] —I — = Iim 500 = 500 (N • cm ) = 5 (N - m )=*5 J . 

n it ir ■ 會 》 n 

【2519】貞径 20 cm , 长 80 cm 的阀柱形汽缸充满压强为 lOON / cm 2 的 蒸汽. 假定蒸气的温度保持不变， 
要使其体积减小一半•笛要作多少功？ 

解由玻意耳马略特定律有 pv = C . 其中户表示气体的压强， v 表示体积， C * 为常设.由条件知，常虽 

C =10 • It • 100 • 80 = 8000 x(N • m ). 


设初始时气体体枳为货，将区间分 成”个 小区间，分点依次为 

Vo 


Vo Vo Vo 2 

T % Y q% Y q f 


V 




其中 9 



山于气体体积从减小至需要花费功的近似值为 


于是，所要求的功为 

H .•雇 

W=lim 2 C ：0) ( ~ } 2 q， ) = [[mCn ^^ 1 > = Cln2 '' = ^000 n \ n 2^\ 7420 J . 


利用 541 M 的結果. 


【2520】求水对于垂鱼壁 I ：的压力，这壁的形状为半圆形，半径为《且其 S 径位丁•水的衣曲 I 二 
解为求出水对半圆形的压力，只要计算出作用于四分之一圆上的压力，然后再把它 M 倍起来.现将四 
分之一阒等分成 ri 个岡心角为的小 W 形（阁 4. 48) .作用子该 小阐形 上的压力的近似值为 


Y a 





其中△沒 = 于是•作用于半脚 h 的压力为 

( i a ， T asin ^*^) = x ]™| j ( sin ^-^) = ¥ " - 

* ) 利用 2187 题 的结果 • 



ffl 4.48 



【2521】求水对于垂直壁上的压力，这壁的形状为梯形，其下底^= 10 m , 上底 6=6 m , 高 A = 5 m ， 下底 
沉没于水面下的距离为 c =20 m . 

解 取坐标系如图 4.49 所示 . AB 所满足的方程为 

y = h ^ 
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将区间 [ I 5,20 ];z 等分，每份长 Ar = 对应于的小条上所受的压力的近似值为 

W ( i 5+ p - 6 ]( ls + f)f 

于是，所要求的压力为 

^ t [+(15 十竽) - 6]( 15 +孕 )^708+( T >.> 

* ) 仿照 2185 題和 2518 超的作法. 

写出 W 分方程并解下列 问题： 


【2522】 一质点运动的速度按规律： 

v=Vo +ar ( n > = 常数 ♦« = 常数) 
变化，问在闭间隔 [0, T ] 内此质点经过怎样的路程？ 

解 设路程为 h 则由导数的力学意义知 


即&时间内经历的路程为 
于是，所经过的路程为 


U3 1 

ds =( vo ^ at ) di , 

(vo -f a/)d/=t^ T+-i-aT 4 . 


125231 半径为 /? 而密度为 6 的均质球体以角速度 a ； 绕其直径旋转•求此球的动能 • 

解 已知半径为尺质租为 M 的盘绕垂直盘心的轴的转动惯贵为 + M /? 2 . 不妨设球面方程为 


R 7 , 


则考察以 dz 为厚度的垂良于 Z 轴的圆盘，其转动惯》为 


从而，球体的转动惯 ft 为 


di . = Y n(Rt ~ zt)s(R2 ~ zt )dz= > 2 扣_ 


• = y ^(/? z - r 2 ) 2 d 2 r =^^/? s . 


于是，球的动能为 E = fj < o z =^& v 2 R \ 

注原题误为球壳，现根据答實予以改正. 

【2524】 线密度_为常数的无穷直线以怎样的力吸引距此直线距离为 a 质量为 m 的质点？ 
解 取坐标系如图 4. 50所示， | AO | =«• 设引力在坐标轴上的投彩为 F , 和.由于 


dF y = k 



cosq >= - 匕 r dxt 

( a z + x 2 )T 


于是 • Fy = ^ a j --^ 


2 — 


由对称性知 ， f ；= o . 事实上，我们有 



仁仁 ( - 二)广 0 - 


图 4.50 


其中灸为引力常数•由上述分析知，引力指向: y 轴的负向. 

【2525】计箅半径为 a 且面 密度心 为常数的圆形薄板以怎样的力吸引质 M 为 m 的质点尸，此质点位 
于通过薄板中心 Q 且垂直于薄板平面的直线上，距离 PQ 等干 b . 

解 取坐标系如图 4.51 所示•显然，引力指向： y 轴的正向•对于以： r 为半径的圆环，其质录为 dm = 
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^2 x « rdr , 对质点 F 的引力为 
dF y =2kmSQ^ 

于是，所要求的引力为 


bx 


( V +?) 


F ，= 2k ^\l ( 6 4:”i ^=2w 0 ,(i-^^). 

【2526】 根据托里拆利定律，液体通过小孔从容器中流出的速度等于 


v~c V2gh • 

式中《为 m 力加速度， * 为液体表面在小孔以上之髙度 <=0.6 为实验系数. 

直径为 D =〗 m 及高为 H =2 m 的直立 M 柱形大桶•其底部有一个直径为 
c /= lcm 的圆孔，问此桶充满液体后经过多长时间，方可完全梓空？ 

解 取坐标系如图 4.52 所示.对于 dr 时间，从圆孔流出的液体体积 


dV = 0. 15 n v^gx dt 9 

而桶内液体体积的减少童为 dV =— k (50> 2 cLt , 其中 x 随时间 f 的增大而减小. 
流出的敢应等于桶内滅少的世，于是 • 

一 0. 15 ir y/2gx6t= k (50) 2 dx. 

积分，很 

即 f =-33333 -7=<>/ j - y / 200 ), 

其中 g = 980 C rn / j ; z . 当 * r =0 时 w 表示水流完所宙的时间.因而所要求的时间为 

/= 33 333 -/20 0 = 1064 8(0^3(^. 
-/23 T 980 




【2527】 旋转体的容器应当具有什么形状，才能使液体从容器底邢流出时，液体表曲的下降是均匀的？ 


解取坐标系如图153所示.不妨设流出孔的半径为单位 cm . 仿上题分析, 
得 

irj- z dy= — wwl/= —xf */2gydl, 

即 dy a —c >/2g 

其中 c 为实验系数 4 为電力加 速度. 

由题意知应等于常数▲，即 

- c 祝咚 一， 



于是 y=Cx\ 其中 C 为常败•所以，容器应当是把曲线 ： y = C / 绕铅直轴 Oy 旋转而得的曲面所构 成的. 

【2 S 28】 锸在每一时刻的衰变速度与其现存 的场成 正比，设镭的童在初始时刻 r = 0 有镭 Q 。， 经过时间 
T = 1600年它的疳减少了一半.求锸的衮变规律. 


解 设 Q 为现存的檄，按題设有 = 其中是为比例系数，即 ^=kdt, 
两端积分 

从而 • ^- S . 


于是， 亿訾一蕋卜 ln l = ln2 
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所以，镭的衰变规律为 Q=Qo 2'^. 

【2529】+在一种把物质 A 变为物质 B 的二阶化学反应中•反应速度与此二物质浓度之积成正比•若 
在 f = Omin 时在容器中有20%的物质 B •而当 f 时其浓度变成80%.问在时其浓度如何？ 

解设 x 为生成物 B 的浓度，按题设有 J = 


其中 々为比 例常数，即 


两端积分 


dr 


( 1 - 1 ) 


kdt . 


I ：二 


从而， 


于是， f : 


dr 


c(l-x) 

以/ = 60代人上式，得 


| 々 dr — j ^ lnl 6， 即 


^ = —lnl6. 
15 In 4X 


lnl6^1- 
16 4 


= 99.99% • 


16 4 +4 

所以，经过 Z=lh 在容器中所含有的物质 B 之浓度为 99. 99%. 

【2530】根据胡克定律，杆的相对伸长 e 与相应横断面上的应力 j 成正比，即 

£ =^. f 
€ E f 

式中 e 为杨氏模 a . 

求圆锥形杆在自重作用下的伸长此锥形的顶向下而底固定，设底半径等 
于仏圆锥的 砗为 h , 密度为户 
解取坐标系如图 4. 54所示. 

设 z = h 截面处•对于 ffi 度为 dA 的锥体伸长为 d / •則有 


d / 

dh 





HP dl 


(H_h) 


k^E 3 E 

p / idh . 于是，圆锥形杆总的伸长址为 

♦ ( H — h)pg 


J ： i - 嘌. 


§ 11. 定积分的近似计算法 

r 矩形公式若函数 ： y =>(： r ) 在有限的闭区间 0,6] 上连续且充分多次可微，并且/« 

^ G = 0，1 ，…， n ) 二 〆 *!：.〉•则 J y ( JT〉dr = / i ( 加十 A 十…+%_, ) 十凡， 

(b-aV 


6_. 




式中 


民= 


2/1 


y ( e ) 


式中 


2°梯形公式在相同的记号下，有 

( b — a } 


R . = - 




3。 抛物线公式（辛酱森公式）命 n = 2 A , 得： 

| o ^(x)dj-=y[(yo+y2*)4-4(>, +力 + 


卜 1 >+2( 力 +为 + … + M 卜： )]+/?!• 


々'••、 
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式中 


【2531】利用矩形公式近似地计算 ^ xsiardx 并把结果同精确答案进行比较. 
解 h = + . 


x 0 =Ot 
n 

一 T 

2 k 


yo = 0 ； 


=号 sin 号 = 0 . ^069 1 




yi 


」 L cin JL = 


0. 2618; 


yi 


孕 sin 孕 =1. 


8138 




y^ = 7：sinn = 0 ； 


ya ― ^ s ' n 一 3. 6276 


外 = ysiny = -4. 5345» Ji 


x 3 : 

n 

2 ， 

^3 

7C • 

2 sin 


1.5708； 


5jt 


5ir . 

57t 1 

1. 3090； 

Xs 

=了， 

ys 

= T s,n 

T =】 

Xi : 


y? 

_ 7n . 

~T s,n 

ZiE=. 

6 

一 1.8326; 

J9 : 

=y- 


3n . 
=ysin 

k=. 

2 

一 4.7124, 

•Til 

= 宁， 

yw 

1U . Un 

-了 Sm j 

= -2.8798. 


按矩形公式，得 

J o jsiardr 勿 •(加+力 +% + A +外 + y ‘+ 力 +_>•+_ y » +夕 |。 +》ii ) 々一 6. 1390. 


实际上， J ' 


xsinjrdx =—, 


r 


cosicLrw —6. 2832. 


利用梯形公式计算下列积分并估计它们的 误差： 

125323 \[ rr , (” =8) . 

解 /i = 4 - =0. 125. 


•TO 

Id 


yo = 11 
ys = o . 


0 . 75 


A 

^3 

A 

Xs 

工 6 

• T 7 


= y = 0. 125 f 

yi = 0 . 

88889} 

= 0. 25, 

y z =0 

8< 

= 0.375, 

^3=0 

72727, 

= 0. 5 t 

yi=o 

66667, 

= 0.625, 

ys=o 

61538, 

= 0. 75, 

>=o 

57143, 

= 0. 875, 

yy=0 

53333 ( + 


2 乂 =4.80297. 


按梯形公式，得 


j : ( yc 言’’ + 2^. ) =0. 125(0. 75+4. 80297)^0. 69412 


误差为 


于是， 


实际上， 


此卜 M 


12 X 8 2 (1+疗) 3 


(0<^1). 


\ R .\< 


12 X 8 2 


<0. 0027 = 2. 


JiTTI = ln<1 + x； 


= ln 2^0. 69315. 






125331 


(n=12). 


供 ^=12=0.08333. 

Jo —0 f 3/0 =1 I 

- T |2 = 1. yi 2 = Y = 0 - Sl 
1 ^1^0.99942 ； 


= 0.75 


〜 12 
1 

X3 = T 

5 

X5 = l 2 

X ?= 


7 

12 


^ 9 - 


J11 


U 

12 


3^i=0. 98462； 


x s =0. 93254； 


>7=0. 83438； 


y 9 ^0. 70330； 


y n -0.56489 ( + 


• • 

S y. =9. 27258. 


6 f 


2 

T * 

= A 

6 


y 2 =0. 99539, 


y 4 ^0. 96429i 


ye=0. 88889； 


y g =0.77143; 


yio = 0. 63343； 


按梯形公式，得 


f: TT?^ /l (^^ ；y，Z + 2^.) =0. 08333(0. 75+9. 27258)^0. 83518, 


误差为 


\ R . 


= \ii 


( l +? T ^ 


co < e < i ). 


利用求极值的方法，估计得 


在[0，1]上不超过 2. 于是， 


1尺，1< 


12X12: 
( x +1) 2 


<0. 00116=1. 16X10, 3 . 


实际上 • IlTfe = [i ,n Ktt + i :arc,an ^ • T = + ln2 + 

^ ) 利用 1881 題的结果 . 


3 V ^3 


0, 83565, 


【 2534 】 

L f V i_ T sini：rd：r ( 

n — S). 


解 h = 

= JL = 
12 

0 . 2618, 



JTo 

= 0 , 

yo^li 




= f- 

4 ^= 0 . 

9330 

文 6 

= 0 . 8660» 

2 


II 

= 合， 

3/1 = 0. 9916 1 


=f. 


IT 

= T ， 

ya=0. 9354 ； 

A 

=f. 

Is: 

一 5 死 
一 12 , 

y 5 =0. 8756 

(+ 



>2=0. 9682 1 


>4=0.9014 


I] ^ = 4. 6722. 


按梯形公式，得 
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误差为 


式中 y= 小 - 


~ - +sin 2 j ： ) =0. 2618(0. 9330 + 4. 6722)««1. 4674. 

«™ 1 

(JL ) 3 

l /0 = Y ^ H / ⑺ I , 

sin 2 x , 0« j . 利用及 y 2 = 1 — •^丨!! 2 *!：，依次求导可得 iy "|< f • 于是 


'^'<8X^X6 -T <2 * 59X10 " 3 

利用辛普森公式计算下列 积分： 

[2535] J -/ xAjc < n —4). 


解 h ^ 2 . 
■ r 0 ==l 
x ? =5 


>o = I I 

y : =75=2. 236 
y <=3. 


x x =3, 


= 1.732, 
= 2. 646： 


按¥酋森公式，得 

\ZTcLr 勿 -y[(^o +%) + 4(y, +yi) 十 2_y 2 ] 

=•|•[4 十 4(1.732 + 2. 646)+2(2.236〉] s 17. 323. 
实际上， -/xdj ： => j = ^ ^ 17. 333. 


【 2536 】 J V 

m a 吟 

3 + coax dx (n**6). 

j o = 0 ， 

yo=2i 

j,= f • 

y, =y34-cosy = v/3T866 = 1.966* 

r!= f • 

>,=^34-^5^- = ^375 = 1. 871, 

■Tj™ 号 . 

^=y3+cos y =*^3=1.732 ； 

-V"- 

y* =y 3-f cos Y ~ >/2. 5 = 1. 581 1 


>»s=y3+cos y = n/2. 134 = 1.461, 

=Ttf 

按辛普森公式，得 

^6= >/3 + cosn=^=\.UA. 


J v /3 + cosx cb : s » yg [(2+ l . 414)+4(1. 966+1. 732+1. 461)+2(1. 871 + 1. 581)] 

& 5. 4025. 

【2537】> J : 亨 dr (” =10). 













= ^(1.78540+18. 32888 + 7.36476) 
^0.91597. 

[25401 利用公式于 = J : 计箅数 ir ， 精确到10-、 

解利用辛普森公式计算其误差 


( b-ay 

180n 4 


L ( x ) = ~ 


(«6) 


现在 /(： r ) = y ^^ F ， 亊实上，它是 y = arctaar 的导数，因而 • 

/ ,4, ( x ) = ( arctaiu :) <5) . 

利用第二章1218题的结果得知 

/ <4> ( j ) = - 24 ； — sin ( 5 arctan — 

• (l+x 2 )f V 1 ’ 

在区间 [0,1] 上， |/ <4, ( x )|<24. 所以， 

— 1 < 品 • 

要误差小于0.00001，只要 

24 < 1 _ 

180/1* 100000* 

即只要取 n »12, 躭 fi 丨見 | <6.5 X 10 4 . 

其次，我们还取加进近似于闲数值的误差，设法使这个新的误差小于 3.5 X 1( T \ 这样，就能保证总误 
差小于10 s . 为了这个目的，只要计算的值到六位小数梢确到 0.5 X 10 6 就够了. 

现取”-12•则有 

^■o=0. y 0 = U xi y x =0.993103* 

x 2 = y, =0.972973; x 3 =-j, 3»3 =0. 941176 ； 

Xi = -J* yi=0. 900000» Xs = ^» ys =0. 852071 j 

=* -g"» _y‘*= 0. 8000001 Xl 3»7 = 0. 746114 j 

x« = * y« =0. 692308 s x« = -r*. y 9 =0. 640000* 


= 0. 543396, 


最后得到 

y = J o 士 [ ( y 。 + 外 ） +4 (*yi + >3 +ys +yr +y 9 +yn > + 2 ( 力 +% -hy 6 +y 8 + >, 0 )] 

■0.785398, 

所以， n ^=0. 785398 X 4 = 3. 14159， 

精确到 0. 00001. 

【 254 1】计算 r ^ dx , 精确到 0.001. 

Jo 

解采用辛普森公式计算，则其误差为 

R m Cx) = - 2 〆 (8^+24^ + 6) (0<^ C ：1), 
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識 






故有 


斷 )|<: 1^ 2e . 38 . 


38 e ! 


要 |^ Cr >|< l ( T 3 , 只要 ^^< 10 — 3 ,即只要取 n = 6 . 
现取 ；1 = 6 ,则有 

1 0 =0， 3^0 = 1 1 |= 如 


工2 = 

1 

T f 

^ 2 =eT=1.1175i 

1 

工，了， 

^4 = 

2 

了， 

yi=ei = 1. 5596 » 

5 

而- T ， 

•!« = 

1, 

^ = e=2.7183. 



yi = e 56 = l # 0282* 
y^ = eT = 1. 2840 
=eti = 2 . 0026? 


于是 • 


J e ji + y « ) + 4()， +% + ys ) + 2( y ，+ y « )]々1. 463. 

125421 计算 ( 〆 一丨 Mri ^ cLr , 精确到 10' 

解对于函数 /( X>=〆 在 0< X<1 上采用泰勒展开式以及相应的拉格朗日余项公式来计算误差 


其中 

于是， 

从而，原来的积分数值为 


e ””2!卞3!卞 
广 ♦*》 （知〉 产 


( n - D ! 

1 丄“丨 <7^17?】 


( 0 <^< 1 ). 


其中 


I— J <e^ — l)ln ~cLr— ^ J x*In+cLr+ /?■•• ， 
u = I JX dj ! JX 心. 


I 


记 yin — da - a > l ), 则有 


/.= 




如果取 n =5, 則有 


- ^ = 73^7? =35 fgo < 


< 


35280 1. 1 X 10, 


<10' 


记 /=J + /? 6 , 则有 


§ 自 [ A • (ITT7] = S uTnfeTT) 


+ 




+ 


18 96 600 4320 


2! • 2 - 3! • 3 4! • 4 5! • 

= 0.31787+ =0.3179+Y, 

其中 U ’ I <0. 00004 = 4 X 10_ s •且 ^<0. 

注意到由 A .^> 0 即可推知 R .- m >0. 于是， 

/ = 7 + /?* =0. 3179 -f ( R s +^)=0. 3179 + ( R 6 - | ^ 1)=0.3179+4, 
且有 / 〜 0.3179, 而此时其相应的误差巳有 

若1^1<尺6， 


1^1 = \ Re — 




若 


< max (/? 6 ,| Wj )<10 一 ‘• 
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注本题不能直接利用辛普森公式来计算所给的定积分的近似值，因为被积函数 （eT_1Mn j 的四阶 

导数在 x = 0 的右近旁是无界的•从而不能估计出误差.所以，上面我们用泰勒公式来作近似计笄•这样，计 
算以及估汁误差都较为 简单. 当然，也可间接地利用辛普森公式来计算所给定积分的近似值•这时箱要或者 
改变被积函数或者把积分区域分成两个.例如，我们可以改变被积函数如 下：令 

1= P (e* - l>ln 丄 dr=— f — 1) InxtLr, 

Jo 工 Jo 

设 /(： r ) = ( e /_ l ) lnx , 若补充定义 /(0) = Um /( x ) =0, 

则 /(: r > 是上的连续函数.由于 

/ / ( J ) = e ^ lnx + ? ^ = /( x ) + ?： ^ + lru : (0<^<1), 

故 \\ / / ^>^ jr== J c + J o e _ ^ icLc + lnordr . 


注意到 

I* / / (x)dj ： = /(l)—/(0) = 0, | o liu-dx=(xlar— j:) | 。 — 1 • 

于是，我们把求 £ ( y - l > lnfdx 的近似值问题，归结为求 £ 的近似值问题.令< 

补充定义 

茗（0)= Vim g ( i )^\ . 

x -^ + 0 

则上的连续函数.由求«阶导数的莱布尼茨法则•易得 


，并 


(x) 


( 0 « 1 ), 


其中 


^<^>= 2 C ： (一 (”=1,2, …) • 


T 面证明 g u > ( o ) 存在并且 ^>(0) 


lim g (m) Car) ― lim 


n+1 

〜 “oO 一（一 l)Vt! 


= U 2, …〉.痒先，由洛必达法则，我们有 

= ^T 


于是，根据中值定理，得 

^(0)= li m g ( 旻 ) \img\^ = ^ (0<e<x). 

x-^4-0 X 一 V 卜 +0 L 



今假定 〆 _><()) 存在且 〆 .于是， 

产|> ⑼ —= 上 ? 广(”卜土 (0< 々 ). 


根据数学归纳法，知 g °°(0) 存在且 ^(0) = ^ ( n = M ，2, …）. 

由此又知上的连续函数（/»=1,2广*>.令 Mj ) = ^ P _ Cr ) —（一 1)>!.由于 

A / ( x ) = e "[ P .,( x )- l - P ：( x )] = e ^->0 (0<^<1), 

故 / Kd 在[0，1]上是递增的，从而， 

A ( x )>/ i (0) = 0 (0< j <1). 

因此•当 0< x <1 时 WdX ) (n = l ,2, …），故 〆 -"( I ) 是 0< i < l 上的严格增函数 （” =], 2 ，…〉 .特别 
地， 〆 4> ( x ) 当然是 0< x < l 上的严格增函数.于是，当0<^<1时，恒有 
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-|-= g <4, (0)<^ 4, < ar )<^ , ( l ). 


由于当 0< Cr < l 时 


g m U ) = 


: 4 -4 x 3 + 12 x 2 -24 j +24)-24 


故 ^>( l ) = 9 e -24<0. 5. 因此•当 0< x<l 时, 

0. 2< g ( O ( jf )<0. 5. 

代入辛普森公式的误差表达式•得 


\RAx)\ = 




360” 4 • 


: .(j)<0. 


取有 
计算得 


I ^ ( J )| ^36^ <1 - 1X， ° 


^(0) = 1, ^(—) = 1.13610, ^(y )=1. 29744, ^ (-|-) = 1. 48933. ^(1) = 1.71828. 
于是，代人后最终得 

/ = J": g-Cx)dT-l^^{^(0) + ^(l) + 2^(-y)4-4[^(y) + g(y)] )-1=1.3179-1=0.3179 

其误差的绝对值显然小于 0. 0001-10 -V 

也可不改变披积函数，而把积分区间分成两个，步骤 如下： 


令 M = 


(0< x < l)t 则- ^ = l+u ( u >0). 于是•当 0< x<l 时，有 


0<(e"-l)in—= (e"-l)ln(l + ii)<(e x -l)u 


(e^-l)<- 


舫面巳 证闲数 在上是严格坩大的（注意•规定 g ( 0 )= = 故当 0< x<l 


时•冇 




从而， 


fio~ 5 1 no 

。< Jo (f-mn+diC J 。 


dx<2 


I ： 


dx =0.2 X 10^ 4 . 


的近似值，则其误差 


求出函数 (y — ninj： 的四阶导数的表达式后•易知它在闭区间 10- 5 <X<1 上是连续的，从而是有界的， 

并且不难估计出其绝对值的上界.因此，可利用辛普森公式计算积分 

f , ( e ^- Dln—dr 
J uT s J 

的近似值，使误差的绝对值小于 0.8X10_ 4 . M 然，若以此作为积分 £ (e^-l)ln^c 
的绝对值小于10_\由于计算较繁，从略. 

【2543】近似地计算槪率积分 e-* dx. 

解作变换工=5^，则积分 Jr e-^dx=£ e'^^y^dr. 

由于题中对精确度未提出明确要求•故 ri 可任取.例如，取 n ^ 2 k =\ S , 以=&,则有 


18 


心 =0, 


yo 


ti = 


l 8 f 


/ 2 =y • 2^=2.49201 


^3 = 




4 y , =4. 46894 
4^3 =5. 53415 
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2 

T ， 


4 

T ， 

5 

= T 9 

2 

:丁， 


按辛普森公式，得 


= 3. 04696； 


= 3. 50460 1 


= 3.41685, 


= 2. 12232 


= 0. 32968； 


i 4=0. 00010； 


2 ^]«=0} 


l 8 f 


T f 

11 

= 18- 
13 

= T8 f 


= ( y ^ ) =0. 


JX ⑹ A" 


4 ^ = 6.61414 


Ayr = 7 .14411 


4^9 = 5. 88607 


Ayu = 2. 23855; 


Ay n =0. 06009; 


4^ is =0» 


^(1+4. 46894 + 2.49201+5. 53415 + 3.04696 + 6. 61414 + 3.50460 + 7. 14411 + 
3.41685+5. 88607 + 2.12232 + 2. 23855 + 0. 32968+0. 06009 + 0. 00010) 


p . 85857 


^0. 88627. 


I 2544 J 近似地求出半袖为 a = 10 及 6=6 的椭 ffl 的 周长. 
解设椭圆的参数方程为 

x = lOcos/t y =6 sint . 


于是有 


从而得椭圆的周 K 为 
现取 = 6 近似计算积分 


ds= >/x \ 1 +y； 2 dr= \0^J 1 — 否 sin 2 /c 

5Ba4 L f d,=4o LV 卜 M sin2 也 

L T V l "M sinZ/d/ - 


注意到 sin 2 


n _ 2—. 2 2+^3 L tt 

12 S，n 12 一 — h= U 9 


即有 


f o =0. 


tx=S： \2 




1 —If • - f (2- V 3)=3.913, 


= 1.833! 


4^3=4a/1- 


—• ■ 
25 2 


= 3. 293, 


〜〜卜尝十 1 . 442 * 

4>.=4 yi -|| • y (2+ V 3)=2.539 

4 V ^¥ =o * 6 * 
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按辛普森公式，得 


2 ^/l - II sin 2 / d / 5 ^'|~[(%+3 ; «) + 4 (夕 1 十 A +ys ) + 2(力 +> )] 

= 36 (1 + ° - 6 + 3 . 913 + 3 . 293 + 2 . 539 + 1 . 833 + 1 . 442 ) 


^1.276, 


所以，椭圆周长的近似值为 5 = 40 


l -|| sin 2 / d /=»40 X 1.276 = 51. 04. 


【2545】取 Ar = ~| ■，描点作出函数 y = 甲 dt (0< jt <2 jO 的图像. 

解取„ = 2* = 6 计算函数: y = ^ _df 的值. 先 计箅: y=£ T •由于 A = 且 


心=， 


> =1 


。 = 合， 


4^=3.980! = y , 2 y 2 = 1. 960* 


=JL 


4 y 3 = 3.820, 2 yi = \. 8 i \ 


y ,= 0 . 827. 


/5 = lf f 


4 y s = 3. 511 


按辛 ff 森公式，得 


JJ ^ d /^^( l +0. 827 + 3. 980 + 3. 820 + 3. 511 + 1. 960+1. 841)«»0. 99. 


再计算•由于 A 


4 y ,=3.919, 


2^ = 1.841 


所以, 


^ = y. 4y,=3.308, /, = y. 2y，= 1.411, fs = y. 4>s = 2.257 

/* = y. 3»« =0.413. 


^ d /^^( l +0. 413 + 3. 919 + 3. 308+2. 257+1. 8414-1. 411)««1.65. 


选取适当的 n . 类似地 5 J 求得 


J ^ d /^1.85, J ； ^ d /^1.72. 内 1.52， f" ^ d /^1.42. 


列表作图如下（图 4.55) 





